MATEMATYKA
Wykiad dla I roku kierunku Automatyka przemystowa i robotyka
Wydziatu Inzynierii Mechanicznej i Robotyki

DR JACEK SZYBOWSKI
Wydzial Matematyki Stosowanej AGH
szybowsk@agh.edu.pl



LITERATURA POMOCNICZA

W. Krysicki, L. Wlodarski, Analiza matematyczna w zadaniach, cz. I i II, Warszawa, Wydaw-
nictwo Naukowe PWN.

W. Stankiewicz, J. Wojtowicz, Zadania z matematyki dla wyzszych uczelni technicznych, cz. I
1 II, Warszawa, Wydawnictwo Naukowe PWN.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1, Definicje, twierdzenia, wzory, Wroctaw, Ofi-

cyna Wydawnicza GiS.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1, Przykliady i zadania, Wroctaw, Oficyna Wy-

dawnicza GiS.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1, Kolokwia i egzaminy, Wroctaw, Oficyna
Wydawnicza GiS.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2, Definicje, twierdzenia, wzory, Wroctaw, Ofi-

cyna Wydawnicza GiS.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2, Przyktady i zadania, Wroctaw, Oficyna Wy-

dawnicza GiS.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2, Kolokwia i egzaminy, Wroctaw, Oficyna
Wydawnicza GiS.

T. Jurlewicz, Z. Skoczylas, Algebra liniowa 1, Definicje, twierdzenia, wzory, Wroctaw, Oficyna
Wydawnicza GiS.

T. Jurlewicz, Z. Skoczylas, Algebra liniowa 1, Przykiady i zadania, Wroctaw, Oficyna Wydaw-

nicza GiS.

T. Jurlewicz, Z. Skoczylas, Algebra liniowa 2, Definicje, twierdzenia, wzory, Wroctaw, Oficyna
Wydawnicza GiS.

T. Jurlewicz, Z. Skoczylas, Algebra liniowa 2, Przyklady i zadania, Wroctaw, Oficyna Wydaw-

nicza GiS.
T. Jurlewicz, Algebra liniowa , Kolokwia i egzaminy, Wroctaw, Oficyna Wydawnicza GiS.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Rownania rézniczkowe zwyczajne, Teoria, przyktady, zadania, Wroctaw,
Oficyna Wydawnicza GiS.

T. Jurlewicz, Z. Skoczylas, Algebra i geometria analityczna, Przykiady i zadania, Wroctaw, Ofi-

cyna Wydawnicza GiS.



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 3

1 OZNACZENIA I SYMBOLE MATEMATYCZNE UZYWANE NA WYKZELA-
DZIE

reA x nalezy do zbioru A

ACB zbidr A zawiera si¢ w zbiorze B

~ D nieprawda, ze p

pVq p lub ¢

PAg pig

p=q p implikuje ¢, z p wynika ¢
p<=>q p zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy ¢
AUB suma zbioréw A i B

ANB czesé wspdlna zbiorow A i B

A\ B réznica zbioréw A i B

Ax B iloczyn kartezjanski zbioréw A i B
A"=Ax...x A n-ta potega zbioru A

= réwna sie z definicji

= réwne tozsamosciowo

Va dla kazdego x

dx istnieje x

%] zbidr pusty

o0 nieskonczonosé

{x e A:p(x)} og6l (zbidr) x nalezacych do zbioru A takich, ze zachodzi p(x)
Z x suma elementow zbioru A

€A

Zxk:x1+...+xn suma elementéw x1,..., 2,

k=1

k|l k réownolegla do [

kL1 k prostopadta do {

koniec dowodu
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2 ZBIORY LICZBOWE

N=1{1,2,3,...} liczby naturalne (natural)
No=NU {0}
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} liczby caltkowite (zahl)
Q= {% :p,q € Z,q # 0} liczby wymierne (quotient)
R liczby rzeczywiste (real)
OBSERWACJA
NCcZcQcCR
UWAGA:

Kazda liczbe wymierna mozna zapisa¢ w postaci utamka dziesietnego skoniczonego lub okresowego.
Przyklad 1 2 =0, (27)=0,27272727. ..

Przyktad 2 % =0,125.

UWAGA:

Kazda liczba, ktérej rozwiniecie jest skonczone lub nieskonczone ale okresowe jest wymierna.

Przyklad 3 1,05 =1+ 125 =1+ o = 3.

Przyklad 4 2,8(3) =2,840,003) = B+ (2 + 25+ mm+ ) = =+ —=Up L =817
UWAGA:
Liczby niewymierne R\ Q sa to liczby o nieskoficzonym i nieokresowym rozwinieciu dziesigtnym.

Przyktad 5 /2 = 1,414213562... c R\ Q
sin4 = —0,756802495... € R\ Q

m=3,141592654... ¢ R\ Q liczba pi=dlugos¢ potokregu o promieniu 1
€=2,718281828... e R\ Q liczba Eulera= 1+ &} + & 4+ 4 + 4y + -+
Definicja.

Zbiorem skonczonym nazywamy zbiér o skonczonej liczbie elementéw (skonczonej mocy), a zbiorem

nieskoniczonym zbidr o nieskonczonej liczbie elementéw (nieskonczonej mocy).

OZNACZENIE A — moc zbioru A

Przyklad 6 & = 0.
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R = 00.
(0;1) = o0.
Definicja.

Niech a,b € R, a < b. Przedzial o lewym konicu a i prawym koncu b (przedzial a,b) definiujemy jako :
(a;0) ={reR:a<z<b} przedzial otwarty

(a;0) ={r eR:a <z < b} przedzial domkniety

(a; b

(a;0) ={r eR:a <z <b} przedzial domknieto-otwarty

)={reR:a<xz<b} przedzial otwarto-domkniety

Przyktad 7 (-2,5) = {z € R: -2 <z < 5}.

UWAGA:

Zbiory liczbowe mozemy zaznaczaé na tzw. osi liczbowej, czyli prostej z zaznaczonymi jednostkami.

Rysunek 1: O$ liczbowa

Definicja.
Zbiér A C R nazywamy ograniczonym, jezeli istnieja liczby a,b € R takie, ze A C (a,b). Zbiér A C R

nazywamy nieograniczonym, jezeli nie jest ograniczony.

Przyklad 8 & jest ograniczony, bo @ C (0;1).
(0,1) jest ograniczony, bo (0;1) C (0;1).

7 jest nieograniczony.

R\ N jest nieograniczony.

{e, 7} jest ograniczony, bo {e, 7} C (2,4).


mikele
Podświetlony
zbiór ograniczony
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OBSERWACJA

Kazdy zbior skonczony jest ograniczony.

Definicja.
Liczbe a € A nazywamy elementem najwiekszym [najmniejszym]| zbioru A, jezeli Vb € A b < a
[a < b].

Definicja.
Liczbe a € R nazywamy ograniczeniem gérnym [dolnym] zbioru A, jezeli Vb € A b < a [a < b].

Definicja.

Liczbe a € R nazywamy kresem gérnym (supremum) [kresem dolnym (infimum)] zbioru A,

jezeli jest elementem najmniejszym [najwiekszym] zbioru ograniczen gérnych [dolnych] zbioru A.

OZNACZENIE
sup A — supremum zbioru A.

inf A — infimum zbioru A.

OBSERWACJA
a=supA & 1°Vbe Ab < a; 2°VeeR(Vbe Ab<c)=a<ec.

Przyktad 9 A= {-1,0} U (1,2).
Elementem najmniejszym zbioru A jest —1. A nie ma elementu najwickszego.
Kazda liczba z przedzialu (2; +00) jest ograniczeniem gérnym zbioru A.

Kazda liczba z przedzialu (—oo; —1) jest ograniczeniem dolnym zbioru A.

sup A = 2,
inf A =—1.
Definicja.

Jesli zadna liczba nie jest kresem gérnym [dolnym] zbioru A, to méwimy,

ze kresem gérnym [dolnym]| jest 400 [—o0].

OBSERWACJA
supA=4ocosVbeRIac A:b<a.

Przyktad 10 A=Z\N={...,—-2,—-1,0}.
Elementem najwickszym A jest 0. A nie ma elementu najmniejszego.

Kazda liczba z przedzialu (0, +00) jest ograniczeniem gérnym A. A nie ma ograniczen dolnych.

supA =0,
inf A = —o0.
UWAGA:
sup g = —0o0

inf & = 4o00.


mikele
Podświetlony
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Przyklad 11 A= {1 :n e N}

Elementem najwiekszym A jest 1. A nie ma elementu najmniejszego.
Kazda liczba z przedzialu (1;400) jest ograniczeniem gérnym A.
Kazda liczba z przedzialu (—oo;0) jest ograniczeniem dolnym A.
supA =1,

inf A =0.
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3 FUNKCJE RZECZYWISTE JEDNEJ ZMIENNEJ

Definicja.
Funkcja okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y nazywamy przyporzadkowanie
kazdemu elementowi z € X jednego elementu y € Y.

Taka funkcje oznaczamy f: X — Y, a wartos¢ funkcji f w punkcie x oznaczamy f(z).

Definicja.
Niech f: X — Y (f prowadziz X wY)

X nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy Dy. Elementy Dy nazywamy argumentami funkcji f.

Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji f. Zbiér Wy:={y € Y : 3o € Xy = f(x)} nazywamy zbiorem

wartosci funkcji f, a jego elementy warto$ciami f.

OBSERWACJA
Wf cY.

Definicja.
Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbior Gy := {(z, f(x)) : & € Dy}.

Definicja.
Jezeli dla funkeji f zachodzi Dy C Ri Wy C R (jej argumenty i wartodci sa liczbami rzeczywistymi),

to méwimy o funkeji rzeczywistej jednej zmienne;j.

Od tej pory przez caly I semestr bedziemy zajmowaé sie wytacznie funkcjami rzeczywistymi jednej

zmiennej, tzn. funkcjami postaci f : X — R, gdzie X C R.

UWAGA:
Wykres funkcji f : X — R mozemy rysowaé¢ w uktadzie kartezjanskim jako punkty o wspétrzednych :
(x, f(x)), gdzie z € Dy

Przyktad 12 f:{-1,0,1} =R, f(-1) =2, f(0) = —1, f(1) =1 Wy ={-1,1,2}.

F Y

Rysunek 1:

Przyktad 13 f:Z - R, f(z)=(-1)%, Wy ={-1,1}.


mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony
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Rysunek 2: f(z) = (—1)*

Przyklad 14 f:R\ {0} >R, f(z) = 1 vz e R\ {0}, Wy =R\ {0}.

\

| g»
ﬁﬁ

Rysunek 3: f(z) = %

UWAGA:
Wykres funkcji moze sie przecinaé¢ z dowolng prosta pionowsg w co najwyzej jednym punkcie.

e

TO JEST WYKRES TO NIE JEST
FUNKCJI WYKRES FUNKCJI
Rysunek 4:

Definicja.
Niech A C X , f: X — R . Zawezeniem funkcji f do zbioru A nazywamy funkcje

fla: A — R okreSlong wzorem f|a(z) = f(z),Vz € A.

Definicja.
Funkcja f : X — R jest ograniczona, jezeli zbidr jej wartosci W; jest ograniczony.

Funkcja f : X — R jest nieograniczona, jezeli nie jest ograniczona.


mikele
Podświetlony
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Przykltad 15 f(x) = H% jest funkcja ograniczona, bo Wy = (0, 1) jest zbiorem ograniczonym (patrz
Rys.5).

>
Rysunek 5: f(z) = 14—%
Przyktad 16 f(z) = —2? jest funkcja nieograniczona, bo Wy = (—o0,0) jest zbiorem nieograniczo-

nym
(patrz Rys.6).

Rysunek 6: f(z) = —22

Definicja.
Funkcja f: X — R jest okresowa, jezeli
3t >0VeeDfax+teDy Nex—teDs A flz+1t)= f(x)

Liczbe t nazywamy okresem funkcji f. Najmniejszy okres funkcji (o ile istnieje) nazywamy jej

okresem podstawowym.

Przykltad 17 Niech [z] oznacza czesé catkowita (tzw. ceche) liczby x
(np. [2] =2,[~3] = -1,[] = 3.)

Niech (x) = = — [z] oznacza cze$¢ utamkowa (tzw. mantyse) liczby
(np. (2) =0,(—3) = %, () =0,1415926....).

Funkcja f(z) = () jest funkcja okresowa, ktérej okresami sa dowolne liczby naturalne,

a okresem podstawowym jest 1.

1, gdy x € Q

0, gdyz € R\Q
wa, ktérej okresami sa dowolne liczby wymierne dodatnie.

, zwana funkcja Dirichleta, jest funkcja okreso-

Przyktad 18 Funkcja f(z) = {

Funkcja ta nie ma okresu podstawowego.


mikele
Podświetlony
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Rysunek 7: f(x) = (x)

Przyktad 19 Funkcja f : (0,27) — R okreslona wzorem f(z) = sinx nie jest funkcja okresowa,
bo Vi >0 27T+t¢Df

T 3n /21

Rysunek 8: f(x) =sinz

UWAGA:
Po rozszerzeniu dziedziny tej funkcji do zbioru R funkcja ta staje sie funkcja okresowa

o okresie podstawowym 27.

Definicja.
Funkcja f : x — R jest parzysta, jezeli Vo € Dy —x € Dy A f(—x) = f(x).
Funkcja f : 2 — R jest nieparzysta, jezeli Vo € Dy —x € Dy A f(—x) = —f(x).

UWAGA:
Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi Oy.
Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem érodka ukladu wspéirzednych (0, 0).

Przyklad 20 Funkcja f(z) =1 — |z| jest parzysta, bo f(—z) =1—| —z|=1— |z| = f(z).
Przyktad 21 Funkcja f(z) = 22 jest nieparzysta, bo f(—z) = (—2)® = —2% = — f(2).
Przyklad 22 Funkcja f(z) = 0 jest parzysta i nieparzysta, bo f(—z) = f(x) = —f(z) = 0.

Przyktad 23 Funkcja f(z) = x + 1 nie jest ani parzysta, ani nieparzysta, bo f(—1) =0, f(1) =2
awiee f(—=1) # f(1) 1 f(=1) # —f(1).


mikele
Podświetlony
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1
-1 \1
>

Rysunek 9: f(z) =1 — |z

\

Rysunek 10: f(z) = 2®

Rysunek 11: f(z) =0

Definicja.
rosnaca f(z1) < f(z2)
malejaca z1) > f(z
Funkcja f: X — R jest 7J% , jezeli Va0 € Dy 1 < 22 = flan) > f(w2)
e niemalejaca f(z1) < f(z2)
nierosnaca f(x1) = f(z2)
Funkcje rosnaca lub malejaca nazywamy funkcja silnie monotoniczna.
Funkcje niemalejaca lub nierosnaca nazywamy funkcja stabo monotoniczna.
Przykltad 24 Funkcja f(z) = 27 jest rosnaca, bo 1 < xg = 271 < 272,
Przykltad 25 Funkcja f(z) = [z] jest niemalejaca, bo 1 < xo = [x1] < [z2].
Przyktad 26 Funkcja f(z) = % nie jest monotoniczna, bo nie jest rosnaca (1 < 2, ale

fy=1> % = f(2)) i nie jest malejaca (—1 < 1, ale f(—1)=—-1<1= f(1)).

Jest ona natomiast malejaca w przedziatach (—oo,0) i (0, +00).


mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony
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Rysunek 12: f(x) = 2*

Rysunek 13: f(x) = [z]

\

| g»
ﬁﬁ

Rysunek 14: f(z) = %
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Definicja.
Funkcje f: X — R nazywamy (iniekeja (funkcja réznowartoéciowa), jezeli
V.%'l,.%'Q S Df 1 7é To —> f(l'l) 7é f(.%'g)

Definicja.
Funkcje f : X — R nazywamy suriekcja (funkcja z X na R), jezeli Wy = R.

Definicja.
Funkcje f : X — R nazywamy (bijekeja (funkcja 1 — 1), jezeli jest suriekcja i iniekcja.

Przyktad 27 Funkcja f(z) = \/z jest iniekcja, ale nie suriekcja (W = (0;4+00) # R)

A

T,

Rysunek 1: f(z) = /x

Przyklad 28 Funkcja f(x) = tgz jest suriekcja, ale nie iniekcja (0 # 7, ale f(0) =0 = f(m)).

Przyktad 29 Funkcja f(z) = 22 nie jest iniekcja, (—1 # 1, ale f(—1) =1 = f(1)), ani suriekcja
(Wy = (0; +00) # R).

Rysunek 2: f(x) = 22

; 0 . N
z 7 jest bijekcja.
,x =0

o 8

Przyktad 30 Funkcja f(z) = {

UWAGA:
Funkcja f : X — R jest iniekcjg < wykres Gy przecina si¢ z dowolng prostg poziomg co najwyzej


mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony
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Rysunek 3: Wykres funkcji f z przyktadu 30

w jednym punkcie.

Funkcja f: X — R jest suriekcja < wykres Gy przecina si¢ z dowolng prostg poziomg co najmnie;j
w jednym punkcie.

Funkcja f : X — R jest bijekcja < wykres Gy przecina si¢ z dowolng prosta pozioma doktadnie

w jednym punkcie.

OBSERWACJA
= f jest iniekcja

Funkcja f jest silnie monotoniczna
< (patrz przyklad 30)

Definicja.
Niech f: X = R, g:Y — R, przy czym X,Y C R oraz Wy C D,.

Mozemy wtedy zdefiniowaé funkcje g o f bedaca zlozeniem funkcji g (tzw funkcji zewnetrznej)

i funkeji f (funkcji wewnetrznej) wzorem
(go f)(z) :==g(f(xz)) Va € Dy.

UWAGA:

Analogicznie mozna zdefiniowaé zlozenie wiekszej liczby funkcji.

Przyklad 31 f(z) =22 +1, g(z)=1.

x

Wy = (1;400) C R\{0} = Dy = mozna zlozy¢ funkcje g z funkcja f:

(g0 f)(@) = 2.


mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony
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Wy =R\ {0} C R =Dy = mozna zlozy¢ funkcje f z funkcja g:

UWAGA:
Sktadanie funkcji nie jest operacja przemienng. W przyktadzie 31

(go f)(1) = 12{1_1 :%7&2:1%+1:(f09)(1)’
(go f)(0) = O%H = 1, natomiast funkcja f o g nie jest okreslona w 0.

Przyktad 32 Funkcja f(z) = m, jest zlozeniem funkcji molokoho g, gdzie
g(z) =z +1,

h(y) = siny,

k(z) = 22,

I(s)=s—2,

m(t) = 1.

Definicja.

Niech f: X — R. Méwimy, ze funkcja f jest odwracalna , gdy 3 g : W; — R taka, ze

(1) Ve € Dy (go f)(x) =,

(2) Vye Dy (fog)y) =y.

Funkcje ¢ nazywamy wtedy funkcja odwrotna do funkcji f i oznaczamy f~1.

OBSERWACJA
Funkcja f: X — R. jest odwracalna <= f jest iniekcja.

OBSERWACJA
Funkcja f: X — R1ig:Y — R sg do siebie wzajemnie odwrotne <=

(1) Wy =D, i W, =Dy
(2) Wykresy G5 i Gy sa symetryczne wzgledem prostej y = .

Przykltad 33 Funkcja f(z) = 3z — 2 jest odwracalna (jako bijekcja).

Aby znalezé wzoér na funkcje odwrotna f~! = g skorzystamy z definicji funkcji odwrotne;j.
fla(y) =y =>39(y) =2 =y = 3g(y) =y +2 = g(y) = “5*.

Przyktad 34 Funkcja f(z) = 22 nie jest odwracalna w calej swojej dziedzinie (bo nie jest iniekcja)
Ale po zawezeniu dziedziny do przedziatu (0; +00) funkcja staje sie iniekcja i jest odwracalna.
Odwrotna do niej zadana jest wzorem g(y) = |/y.

Ve >0 g(f() =Va?=le| =2

Vy>0  flg)=(y)?=y

Rzeczywiscie,


mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony
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Rysunek 4:

Definicja.

Pierwiastkiem (miejscem zerowym) funkcji f : X — R nazywamy taki argument x € Dy, dla ktérego
flw) =0,

Zbior pierwiastkéw funkeji f bedziemy oznaczaé Py := {x € Dy : f(x) = 0}.

Definicja.

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje:

(1) stale; (2) potegowe; (3) wykladnicze; (4) logarytmiczne; (5) trygonometryczne; (6) cyklometryczne.

Definicja.

Funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje, ktére mozna otrzymac z podstawowych funkcji elemen-

tarnych za pomoca skonczonej liczby dzialan arytmetycznych (dodawania, odejmowania, mnozenia

i dzielenia) oraz operacji skladania funkcji.
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PRZEGLAD PODSTAWOWYCH FUNKCJI ELEMENTARNYCH
(1) FUNKCJE STALE

Postaé: f(x) =c VxeR

Wiasnosci: Dy = R.

Wy = {c} = f ograniczona.

0 ,c#0

R ,¢c=0

f jest okresowa. Jej okresami sg dowolne liczby dodatnie. f nie ma okresu podstawowego.

Py =

f jest parzysta Vc € R.
f jest nieparzysta <= ¢ = 0.
f jest niemalejaca i nierosnaca. Nie jest silnie monotoniczna w zadnym przedziale.

f nie jest ani iniekcja ani suriekcja, wiec nie jest odwracalna.

(2) FUNKCJE POTEGOWE
Postaé:  f(z) =%, «a#0.
OzZNACZENIE E={2k: ke Z}, O={2k+1: keZ}.



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH

(a) o=E>1, (0) a=L>1, (c)a=Le€(0,1),
peE, ¢€0, p,q €0, p,q €0,
(d)a:§€(071)7 () a=1, (f)a:§>1a
pe, g€k, peQ, q€E,
Vae(0,1)\Q, Vae(l,+00)\Q,
N . B
(g)a:§<0, (h)a:§<0, (i)a:§<0,
peE, ¢€0, p,q €0, p€0, ¢€E,
\/OZE(—OO,O)\Q7
(J) a=2¢€(0,1),

peE, qe.
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Wtiasnogci:
R , w przypadku (a),(b),(c),(e),(j)
D (0;+00) , w przypadku (d),(f)
f =
R\ {0} , w przypadku (g),(h)
(0;400) , w przypadku (i)
(R , w przypadku (b),(c),(e)
0; dk d),(f),(
W; = (0 +00) -, w praypadku (a),(d),(f).(3) = f zawsze nieograniczona.
R\ {0} , w przypadku (h)
(0;+00) , w przypadku (g),(i)

P, — { {0} , w przypadku (a),(b),(c),(d),(e),(f),(j), tzn. a >0
d 0 , w przypadku (g),(h),(i), tzn.a <0

f nie jest okresowa.

f jest parzysta w przypadku (a), (g) i (j).

f jest nieparzysta w przypadku (b),(c),(e) i (h).

f jest rosnaca w przypadku (b),(c),(d),(e) i (f).

f jest malejaca w przypadku (i).

W pozostatych przypadkach f jest monotoniczna przedziatami.
[ jest suriekcja w przypadku (b),(c) i (e).

f jest iniekcja w przypadku (b),(c),(d),(e),(f),(h) i (i).

Po zawezeniu dziedziny do (0, 4+00) w przypadkach (a) i (j) oraz do (0,+o0c) w przypadku (g) f tez

staje sie iniekcja.

Zawsze wiec przynajmniej czes¢ dziedziny f jest odwracalna. Odwrotna do niej tez jest funkcjg pote-

gowa i zadana jest wzorem f~!(y) = yé
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(3) FUNKCJE WYKLADNICZE
Postaé: f(x) =a®, a>0, a#1

v
v

a € (0,1), a>1
Wtasnosci:
D; =R.
Wy = (0,+00) = f zawsze nieograniczona.
Py =10.

f nie jest okresowa.

f nie jest parzysta ani nieparzysta.

f jest rosnaca dla a > 1, a malejaca dla a € (0,1). Jest wiec iniekcja i jest odwracalna (nie jest
suriekcja).

Odwrotna do f to funkcja logarytmiczna f~!(y) = log, ¥.

(4) FUNKCJE LOGARYTMICZNE

Definicja.

a>0,a#1,z>0

Logarytm o podstawie a z liczby x definiujemy nastepujaco:

y=log,r <<= a¥ =x.

UWAGA:

Logarytm o podstawie a = 10 nazywamy logarytmem dziesietnym i zamiast pisa¢ log,ox piszemy

log x.

Logarytm o podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym i zamiast pisa¢ log,  piszemy Inz.

Twierdzenie Wtasnosci logarytmow

1. log,a” =z

2. al%8a® =
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3. log,(z -y) =log, = + log, vy

4. log, % =log,x —log,y

5. log, % = o - log,

6. log, = = 22 (ZMIANA PODSTAWY LOGARYTMU)
P
W szczegdlnosci: log, x = }g—g
7. log,z = log%
UWAGA:

T

Wilasnosci (1) i (2) oznaczaja, ze funkcje f(xz) = a® i g(y) = log, y sa do siebie wzajemnie odwrotne.

Zatem wykres funkcji logarytmicznej mozna uzyskaé z wykresu funkcji wyktadniczej odbijajac go

symetrycznie wzgledem prostej y = x.

Postaé: f(x) =log,z, a>0, a#1
Wrtasnosci: Dy = (0; +00)

/
!
s \ L
L I‘St
/‘»//_— > Q -+
1 1

(a) a>1 (b)ae(0,1)

W; =R = [ zawsze nieograniczona i f jest suriekcja.
Py ={1}

f nie jest okresowa.

f nie jest parzysta ani nieparzysta.

f jest rosnaca dla a > 1, a malejaca dla a € (0, 1).

f jest iniekcja i jest odwracalna.

Odwrotna do f jest to funkcja wykltadnicza zadana wzorem f~1(y) = a¥.
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(5) FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE

Rysunek 1: sinus i kosinus

Wilasnosci fi(z) =sinz :
Dj =R

Wy, = (—1;1) = fi ograniczona

Py ={kn:keZ}.

Rysunek 2: tangens i kotangens

f1 jest okresowa o okresie podstawowym 27.

f1 jest nieparzysta.

]

.

ol

>
3n\

v

f1 jest monotoniczna jedynie przedziatami, ale nie w calej swojej dziedzinie. Nie jest tez iniekcja.

f1 nie jest suriekcja.

g1 = f1|<_g’%> jest iniekcja = jest odwracalna.

Odwrotna do niej to funkcja cyklometryczna g; Y(y) = arcsiny.

Wiasnosci fo(z) = cosx :
Dy, =R

Wy, = (=1;1) = f> ograniczona.

szz{g—i-kﬂ':kEZ}.

fo jest okresowa o okresie podstawowym 27.

fo jest parzysta.

f2 jest monotoniczna jedynie przedzialami, ale nie w calej swojej dziedzinie. Nie jest tez iniekcja.
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fo nie jest suriekcja
g2 = f2|(0,x) jest iniekcja = jest odwracalna.

Odwrotna do niej to funkcja cyklometryczna g, 1(y) = arccos y.

Wilasnosci f3(z) = tgaz :

Dy, =R\ {5 + 2km : k € Z}.

Wy, =R = f3 nieograniczona suriekcja.

Py, ={kn:keZ}.

f3 jest okresowa o okresie podstawowym 7.

f3 jest nieparzysta

f3 jest monotoniczna jedynie przedziatami, ale nie w calej swojej dziedzinie. Nie jest tez iniekcja.
gs = f3|(_g7g) jest iniekcja = jest odwracalna.

Odwrotna do niej to funkcja cyklometryczna gs L(y) = arctg y.

Wilasnosci fy(z) = ctga :

Dy, =R\ {kr: k€ Z}.

W;, =R = f4 nieograniczona suriekcja.

Py, ={5 +kn:kel}

f1 jest okresowa o okresie podstawowym 7.

f4 jest nieparzysta.

f4 jest monotoniczna jedynie przedzialami, ale nie w calej swojej dziedzinie. Nie jest tez iniekcja.
g4 = fa|(o,x) jest iniekcja = jest odwracalna.

Odwrotna do niej to funkcja cyklometryczna g4_1(y) = arcctg y.

(6) FUNKCJE CYKLOMETRYCZNE (KOLOWE)
Definicja.
€ (—1;1). Arkus sinus z liczby x definiujemy jako jedyna liczbe y € (—7; T) spelniajaca warunek

siny = x. Liczbe te oznaczamy y = arcsin x.

Definicja.
€ (—1;1). Arkus kosinus z liczby x definiujemy jako jedyna liczbe y € (0;7) spelniajaca warunek

cosy = x. Liczbe te oznaczamy y = arccos .

Definicja.
r € R. Arkus tangens z liczby z definiujemy jako jedyna liczbe y € (—35;75) spelniajaca warunek
tgy = x. Liczbe te oznaczamy y = arctg x.

Definicja.
x € R. Arkus kotangens z liczby z definiujemy jako jedyna liczbe y € (0;7) spelniajaca warunek

ctgy = x. Liczbe te oznaczamy y = arcctg x.
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Twierdzenie (Wlasnosci arkuséw)

L. arcsin(sinz) =z Vo€ (-5; %)

arccos(cosx) =z V€ (0;m)
arctg(tger) =x Vo e (—=5;3)
arcctg(ctgx) =z Vo € (0;7)

2. sin(arcsinz) =z Vr € (—1;1)
cos(arccosz) =z Vr € (—1;1)
tglarctg z) == Vr eR
ctg(arcctg ) =z Ve eR

3. arcsinz +arccosxz = § Vx € (—1;1)

4. arctg x+ arcctg x = Ve eR

N

5. arcsin(—z) = —arcsinz
arccos(—x) = m — arccos x
arctg(—x) = —arctgr

arcctg(—x) = 7 — arcctgx

6. arcsinxz = arccos V1 —xz? Vz € (0;1)
arccosz = arcsinv1 — 2?2 Vz € (0;1)

UWAGA:

Wilasnoéci (1) i (2) oznaczaja, ze funkcje:

e sin|(_= =) iarcsin

cos | (g;) 1 arccos;

tg ’(—%%) i arctg;

ctg (o, 1 arcctg;

sg do siebie wzajemnie odwrotne. Zatem wykresy funkcji cyklometrycznych mozna uzyskaé z fragmen-

téw wykreséw funkcji trygonometrycznych odbijajac je symetrycznie wzgledem prostej y = x.
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Postac:

fi(x) = arcsinz,
Wykres:

]

q \\r{l:i
=

fa(x) = arccos z,

fala) = arctg .

fa(z) = arcctg z.

[S]E

Wtasnosci:
Dy, = (=1;1)
Wi =(=3:%)
funkcja ograniczona

Py, = {0}
f1 nie jest okresowa
f1 jest nieparzysta

f1 jest rosnaca

Zadna z funkcji fi, fo, f3, f4 nie jest suriekcjg, a wszystkie sa iniekcjami, czyli odwrotne do nich to

sz = <71; 1)
Wy, = (05 )
funkcja ograniczona
sz = {1}

fo nie jest okresowa

f2 jest malejaca

Dy, =R
Wp = (=3:3)

q s =
i
|
1
1
1

[S]E

Df4 =R
Wy, = (05 )

funkcja ograniczona  funkcja ograniczona

P fz — {0}
f3 nie jest okresowa
f3 jest nieparzysta

f3 jest rosnaca

zawezenia funkcji trygonometrycznych zadane wzorami:

filly) =siny, fy'(y) =cosy, f5'(y)=tgy,

fil(y) = ctgy.

Pf4:®

f4 nie jest okresowa

f1 jest malejaca
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NIEKTORE TYPY FUNKCJI ELEMENTARNYCH

(1) WARTOSC BEZWZGLEDNA (MODUL)

Definicja.
Wartoscia bezwzgledna (modutem) nazywamy funkcje |- | : R — R okreslona wzorem
z ,x2>20
|z =
-z ,x<0

Rysunek 1: f(x) = |x]
Twierdzenie (Wlasnosci modutu)

1. |z| >0

S ||zl = lyll < |z —yl < el + 1yl

6. |z-y|=|z|- |y

z| _ |z
T lyl=1y
8. |z| = Va?
UWAGA:

Wilasno$é (8) oznacza, ze modutl jest ztozeniem dwoch podstawowych funkeji elementarnych (funkcji

kwadratowej i pierwiastka), a zatem jest funkcja elementarna.
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(2) WIELOMIANY

Definicja.

Wielomianem nazywamy funkcje W : R — R okreslong wzorem
W(x) = apa™ + 12"V 4+ .. 4 a1z + ag,

gdzien € NU{0}, a; € Rdlai € {0,...,n}. Liczby a; nazywamy wspolczynnikami wielomianu, w szcze-

gblnosci liczbe ap nazywamy wyrazem wolnym. Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu i oznaczamy

przez deg W (od ang. degree). Przyjmuje sig, ze wielomian zerowy W = 0 ma stopien —1.

Przyktad 35 Wi (z) = —2 jest wielomianem stopnia 0 o wyrazie wolnym ag = —2.
Wo(x) = 42?2 — 32 jest wielomianem stopnia 2 o wyrazie wolnym ag = 0.

Ws(x) = 29 — 7z — % jest wielomianem stopnia 999 o wyrazie wolnym ay = —%.
UWAGA:

Kazdy wielomian jest skonczona suma iloczynéw funkeji stalych (swoich wspélezynnikéw) przez funk-

cje potegowe, a zatem jest funkcja elementarng.

Definicja.

Moéwimy, ze wielomian W jest podzielny przez wielomian V', jezeli istnieje wielomian P taki, ze:
W(z) = P(z) - V() Vr € R, (tzn. W = PV.)

Podzielnoéé W przez V oznaczamy V | W | a niepodzielnosé V 1 W.

Definicja.
Wielomian W nazywamy nierozktadalnym, jesli z faktu, ze W = PV wynika, ze deg P = deg W lub
deg V = deg W.

Twierdzenie (Dzielenie wielomianu z reszta)
Niech W, V- wielomiany takie, ze deg V' < deg W . Wowczas istnieja jedne jedyne wielomiany P i R
takie, ze

W(x) = P(z)-V(x)+ R(z) Vz € R,

przy czym deg R < deg V.

Definicja.

Wielomian R nazywamy reszta z dzielenia wielomianu W przez wielomian V.

OBSERWACJA
V|W <= R =0 (reszta z dzielenia W przez V jest zerowa).
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Przyklad 36 (Algorytm dzielenia wielomianéw)
W(z) =%+ 2t 4+ 323 + 22 -2

V(z)=a%-1
(2% + 2* + 323 + 22 —2):(x*—1)=2+1=P(z)
—(2? —x)
at 4+ 323+ 2%+ -2
! )

322 + 22+ 72— 1= R(z)
Czyli 2 + 2t + 323 + 22 —2=(z+ 1)(2* — 1) + 323 + 22 + 2 — 1.
Twierdzenie (Bézouta)

a€R  jest pierwiastkiem wielomianu W <= (z — a)|W.

Przykltad 37 (schemat Hornera)
W(z) =2° + 2t + 323 + 22 — 2.
Vizg)=x+1=z—(-1).

Liczby zaznaczone na czerwono, to wspoétczynniki wyniku dzielenia, a na fioletowo - reszta z dzielenia.

Czyli
P+t +323 + 22 —2= (2" +32% — 22+ 2)(x + 1) — 4.

Przyklad 38 W(z) = 2% — 1.
V(iz)=xz—1.

Czyli
B —1=(22+z+1)(x—1).

Definicja.
keN, aeR.
Liczba a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W <= (1) (z — a)*|W; (2) (z — a)* 1t W.
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Twierdzenie Kazdy wielomian W(z) = a,x™ + ... + ag o wspélezynnikach rzeczywistych da sie
w sposéb jednoznaczny przedstawi¢ w tzw. postaci iloczynowej:

W(z) = an(z —x)" ... (= ap)f(2® + bz + )l - (22 + bsx + c5)ls,

gdzie 1, ..., x, sa pierwiastkami wielomianu W o krotno$ciach k1, ...,k, € N, a wielomiany stopnia
drugiego w tym iloczynie sa nierozkladalne tzn. Ay = b% —4e1 <0,..., Ay = bg —dcs <0, Iq,...,l5 €
N.

UWAGA:

(Rysowanie wykreséw wielomianéw)

Aby naszkicowaé wykres wielomianu W najpierw przedstawimy go w postaci iloczynowej i zaznaczymy
na osi Ox wszystkie jego pierwiastki. Zaczynamy rysowaé od prawej strony. Jedli a,, > 0 zaczynamy
wykres od 400, a gdy a, < 0 — od —oo. Prowadzimy krzywa do najwigkszego pierwiastka. Jesli jego
krotnosé jest nieparzysta — przecinamy w tym punkcie wykresem o$ Ox, a jedli parzysta ”odbija-
my” wykres nie przecinajac osi Oz. Przeprowadzamy krzywa do kolejnych pierwiastkéow, w ktérych

postepujemy analogicznie jak przy pierwiastku najwiekszym.

Twierdzenie (Pierwiastki wymierne wielomianéw)
Niech W(z) = anx™ + ... 4 ag bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowitych ag, ..., a,. Jezeli
liczba wymierna 76’ gdzie p i ¢ sa liczbami caltkowitymi wzglednie pierwszymi, jest pierwiastkiem

wielomianu W, wtedy p | ap i q | an.

Przyklad 39 W(z) = 42* — 823 — 722 + 21z — 9.

n =4,

anp =4, ag=-9.

p € {£1,£3,£9},q € {£1,£2,+4}

P {4349, +1 +3 +3 +1 +3 19} = K

mamy wiec 18 kandydatéow na pierwiastek wymierny W.
WE)=4-8-8.27.24921.3_-9=0 1 W()#0 VeeK\{3}

NI (DNl

Zatem W(z) = (z — 3)?(4a? + 4z — 4) = 4(z — 2)?(2® + = — 1).
A=14+4=5
_15\/5’ _1%\/57 XT3 = Tyg = %, 1 < x9 < I3.

Ir = Tro =

Rysujemy wykres W:

Twierdzenie Kazdy wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkéw (liczac z krotnosciami).

OBSERWACJA

Kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.
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(3) FUNKCJE WYMIERNE

Definicja.

Funkcja wymierna nazywamy funkcje postaci Q(x) = ]\L/[(é )) gdzie L i M sg wielomianami, M # 0.

UWAGA:
Kazda funkcja wymierna jest ilorazem dwéch wielomianéw (funkcji elementarnych), a zatem jest funk-

cja elementarna.

Definicja.

Funkcje wymierna Q(z) = ]\Ij[((?) nazywamy witasciwa gdy deg L < deg M.

Przyklad 40 Kazdy wielomian jest funkcja wymierna;:

Q1(z) = 2 jest funkcja wymierng wlasciwg.

Qa(z) = iiﬂ jest funkcja wymierna.

Twierdzenie Kazdg funkcje wymierng mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji wy-

miernej wlasciwe;j.

Dowdd:

Q(x) = ]\L/[((a;)). Jedli deg L < deg M, to @ jest wladciwa i teza jest spelniona. Jeéli natomiast
deg L > deg M, to istnieja wielomiany P i R takie ze:
L(z)=P(z) - M(z)+ R(x) VreRideg R < deg M.

Zatem Q(z) = W - P(Jf)—i-%.

Przyktad 36
2o+t 4323 a2 -2 L 33+l 4a—1
Przyklad 41 =35 +—= = g+ 1+ 71—

Definicja.

A
(:vfa)" )

ulamkiem prostym pierwszego rodzaju.

Funkcje wymierng wtasciwa postaci gdzie n € N, a, A € R nazywamy

Definicja.
Funkcje wymierna wlasciwa postaci %, gdzien € N, p,q,B,C € R oraz A = p? — 4q < 0,
nazywamy utamkiem prostym drugiego rodzaju.
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Twierdzenie (Rozklad funkcji wymiernej na utamki proste)
Kazda funkcje wymierna wladciwa postaci:

L(z)
a(z—a1)*1 (—w2)F2-... (2= )b (22 4+pratqi) Lo (22 +pstgs)ls

Ay=p1?2—4q <0

As:p52_4QS<O

da sie jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy ki + ko + ... + k, utamkéw prostych pierwszego

rodzaju:
A A A1k Ay A, Ary
(B + G2y + o+ o) b+ (P gy 4 4 e

oraz l1 + lo + ... + l5 utamkoéw prostych drugiego rodzaju:

Biiz+C11 Biaz+Ci2 By 24+Chyy Bs12+Cs1 Bsoz+Cso Bsigz+Coy
(Fparar ¥ @Hperar Tt @peras) Tt @Ehatn Y @erer Vo T @hpatat )

gdzie A;; e Rdlal1<i<r1<j<koraz Bj,Ci € Rdlal <i<s,1<j <.

Tw. o rozkladzie
Prayklad 42 375t = cogieinty 0 A b g G
Aby wyliczy¢ wspétezynniki A,B,C,D mnozymy obie strony réwnoéci przez z* — 1 :
3+ 2+ —-1=Alx+1D)(@®>+1)+Bx—-1)(z?+ 1)+ (Cz+D)(z —1)(z +1)
Teraz postepujemy na jeden z dwdch sposobow.
Sposoéb I

Wymnozymy wyrazenia po prawej stronie, porzadkujemy i poréwnujemy wspoélczynniki wielomianu

po lewej i po prawej stronie réwnosci:
3+’ +r—-1=A+22+o+1)+B@® -2 +2-1)+Cax3+ D2x?> —Cx— D
322 +22+2-1=(A+B+C)2®*+(A-B+ D)2+ (A+B—-C)z+(A—B—-D)
Tak otrzymany uktad 4 réwnan liniowych z 4 niewiadomymi

(a) A+B+C=3

(b)) A-B+D=1

(c) A+ B-C=1

(d A—B—-D=-1
rozwigzujemy:

(b)—(d) «<=2D=2<= D=1 {A—B:O

_

< A=B=C=D=1.
(a)—(0)<=20=2<—=C=1 A+B=2

3z 4a4z—1 _ 1 1 z+1
Zatem zi—-1 — z—1 + z+1 + 241"

1 jest pierwiastkiem mianownika -2 jest pierwiastkiem mianownika
52342122 4230+5 1 523421224 232+45 1
Przyklad 43 325 w703 = (z—1)(23+622+12218) =
_ _ 5a3421224230+5  _ 5a342122423045 _
(z—1)(z+2) (22 +4x+4) (z—1)(z+2)3

4 —8‘
s8] 0]

6
1]1]6]12
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Tw.o rozkladzie

1 A B c D 3
= ﬁ‘f—m‘i‘m‘FW /'($—1)(1‘+2)

52 + 2122+ 232 +5=A(x +23 + Bz — 1)(z + 2>+ C(z — 1)(x +2) + D(z — 1)
Sposéb 11:

Wstawiamy do réwnosci kolejne pierwiastki mianownika:
r=1=5+21+23+5=A4-3=2TA=54=—= A=2
r=-2=5-(-8)4+21-44+23-(-2)+5=D-(-3)=— -3D=3=D=-1
52 + 2122+ 232 +5=2(z + 2>+ Bz — 1)(z +2)2 + C(z — 1)(z + 2) —x + 1.
Teraz poréwnujemy wspotczynniki przy najwyzszej potedze i wyrazy wolne:

5=24+B=—B=3, 5=16—-4B-20+1=2C=16—-1241-5=2C0=0=C=0.
5x3421224232+5 1

2 4 3 1
Zatem 214+523+622—4x—8 ~ x—1 + z+2 (z+2)3 *
Tw. o rclzkladzic
23 22 —x—2 _ 23 22 —x—2 _ 2x3—z%—2-2 _ 2232?22 2
Przyktad 44 2342234322 +22+1 T xi2x3 4222+ a2+ 2x+1 T 2i4222(z+1)+(z+1)2 T (22+z+1)2 -
Az+B Cxz+D (2 2
24otl T @tat)? /(@ +a+1)

22 —2? —x - 2=(Az+B)(2®> + 2z + 1)+ Cx + D.
Mozna zastosowaé tylko sposob I:
203 —2? —2—2=A23+ (A+ B)2>+ (A+ B+ C)x + (B + D)

A+B=—1 B=-3
A+B+C=-1 Cc=0
B+D=-2 D=1
203 —2?—x—2 _  2z-3 1
Zatem 1‘4—&—21133—5?3:0231290—%1 - szf-x—i—l + (z2+z+1)2 "
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(4) FUNKCJE HIPERBOLICZNE

Definicja.
6(1/‘ —x

Funkcja sinus hiperboliczny okreslona jest wzorem sinhx := <=¢ Vz € R.

Definicja.

Funkcja kosinus hiperboliczny okreSlona jest wzorem cosh x := 6I+26_z Vz e R.

Definicja.
Funkcja tangens hiperboliczny okreslona jest wzorem tgh x := zg;}flf: Vz € R.
Definicja.

. . . p . L h
Funkcja kotangens hiperboliczny okreslona jest wzorem ctghxz := 5= Vo € R\ {0}.

VA

L 4
L 4

y = sinh x y = cosh x y =tgh x y = ctgh x.

UWAGA:
Funkcje sinus i kosinus hiperboliczny jako polowa réznicy lub sumy dwoch funkeji wyktadniczych sg
funkcjami elementarnymi. Funkcje tanges i kotanges hiperboliczny jako ilorazy dwoch funkcji elemen-

tarnych sg funkcjami elementarnymi.

OBSERWACJA
cosh?z —sinh?>z =1 VzeR.


mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony
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4 CIAGI

Definicja.
Ciaggiem nazywamy dowolng funkcje a okreslong na zbiorze liczb naturalnych. Jego wartosé dla argu-

mentu n € N nazywamy n-tym wyrazem ciggu i oznaczamy a, (zamiast a(n)), a caly ciag (an)nen-

Definicja.

Ciggiem liczbowym nazywamy dowolny ciag o wartosci w R.

Od tej pory przez caly I semestr bedziemy sie zajmowaé wylacznie ciagami liczbowymi.

Definicja.
Ciag (an)neny nazywamy ograniczonym jezeli Im, M e R Vn e N m <a, < M.

Definicja.

Ciag (an)nen nazywamy rosngcym, jezeli Vn € N a, < apq1.

Ciag (an)nen nazywamy malejacym, jezeli Vn € N a,, > apq1.

Ciag (an)nen nazywamy nierosngcym, jezeli Vn € N a, > apnq1.
(an)

Ciag (an)neny nazywamy niemalejacym jezeli Vn € N a, < anq1.

Ciag rosnacy lub malejacy nazywamy ciagiem silnie monotonicznym, a niemalejacy lub nierosnacy-

ciagiem stabo monotonicznym.

Przyktad 45 Ciag a, := sin(n3) jest ograniczony (vn € N —1 < a,, < 1) ale nie jest monotoniczny.

Rysunek 1: a,, := sin(n7)
Przyktad 46 Ciag a, := (%) jest ograniczony (Vn € N 0 < a, < 1) i malejacy <% > ﬁ)
Przyklad 47 Ciag a, := [\/n] jest nieograniczony (VM € R In € N a, > M) i slabo rosnacy
([vn] < [vn+1)).

Przyktad 48 Ciag a,, := (—1)"-n jest nieograniczony (Ym, M € R Ini,ne € N:ay, <m,an, > M)

i nie jest monotoniczny.


mikele
Podświetlony
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|.
__1.
1 .
13- >
1 2 3 4
1+
Rysunek 2: a,, = %
h
T * 9 * & B
1 T 1e & @
— I _I’ I}j ——t—t—
L1
Rysunek 3: a,, := [\/n]
k
44 *
+3
T2 e
-2 l__ll | | | | | | |
BN EEE RN
24
-3+ .
4]
54 -*

Rysunek 4: ap, := (—=1)"-n



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 5

UWAGA:

Bedziemy uzywaé zwrotu ,,prawie wszystkie wyrazy ciagu” , ktéry formalnie oznacza wszystkie wyrazy

poza skonczona ich liczba, ale my, bez straty ogélnosci, bedziemy pod tym pojeciem rozumieé¢ wszystkie

wyrazy poczawszy do pewnego wyrazu an, tzn. (ang, Gng+1, Gng+2 - - -)

Definicja.
Moéwimy, ze ciag (ap)nen jest zbiezny do liczby g € R (zmierza do liczby g, ma granice g), jezeli

Ve>0 IngeN Vn>ng l|a, —g| <e. Piszemy wtedy lim a, = g lub a, —> g.
n—oo

UWAGA:
Warunek z definicji oznacza, ze dowolnie blisko liczby g (granicy) znajduja si¢ prawie wszystkie wyrazy

ciagu (an)nen, bowiem |a, — g| < e <= a, € (9 —¢€;9+¢)

b
L]
g+¢ *
E+& [ .
Er - g - - =—=--=-- .=
g- .
-
I R T T N T N B
1 | 1 | 1 | T 1 L
1 23 4 5 6
o I
nﬂ‘ nﬂ"
Rysunek 5:
. . . . , . .. 3—4n
Przyktad 49 Korzystajac z definicji granicy pokazaé, ze lim = —
n—oo 3 + 2n
Dowdd:
Wezmy e >0, g=-2, a,= g;gz
9 >
3—4 3—4n+6+4 9 342n 9
lan — gl < e = 5750 +2| <e = [T <e = g < e Tron < € =

342m>2e=m>2-3=n>L -3
Przyjmijmy ng := [%] € N. Terazn > ng = n > %—% = |ap—g| < e.

Definicja.
Moéwimy, ze ciag (ap)nen jest zbiezny do 400 (zmierza do +00, ma granice niewlasciwa +00), jezeli
VM eR dngeN VYn>ny a, > M.
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Moéwimy, ze ciag (an)nen jest zbiezny do —oo (zmierza do —oo, ma granice niewlasciwa —o0), jezeli
VM eR dngeN Vn>ny a, <M.

Piszemy wtedy lim a, = o0 lub a, "= 400
n—oo

UWAGA:
Warunek z definicji oznacza, ze prawie wszystkie wyrazy ciagu przekraczaja (nie przekraczaja) dowol-

nie duza liczbe (dowolnie matej liczby).

Rysunek 6:

Przyktad 50 Korzystajac z definicji pokazaé, ze lim logys(2n — 1) = —oo.
n—o0 ’

Dowdd:

Wezmy M < 0 (jesli dla niego nieréwnosé bedzie spelniona, to tym bardziej dla M > 0).
an =logy5(2n — 1)

log o podstawie €(0,1)malejacy
an < M <= logg 5(2n — 1) < logg 50,5 = on—1>2"M —
m>2 M4l e=n>2 M4 ]
Przyjmijmy ng := [2_M_1+%] € N. Terazn > ng = n > Q_M_1+% — ap, < M.

Definicja.
Niech (a)nen bedzie dowolnym ciagiem oraz niech (k;,)nen bedzie dowolnym rosnacym ciagiem liczb

naturalnych. Ciag b, := ay, Vn € N nazywamy podciagiem ciagu (ap)nen-

UWAGA:
Intuicyjnie, podciag powstaje z ciagu przez skreslenie pewnej (skoniczonej lub nieskoniczonej) liczby

wyrazow w ten sposéb jednak, by pozostato w nim ich dalej nieskonczenie wiele.

Przyklad 51 Ciag b, := api999 = vn + 999 jest podciagiem ciagu a, = +/n powstalym przez
wykreslenie zen pierwszych 999 wyrazow.
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Przyktad 52 Ciag b, := as,—1 = 2n — 1 liczb nieparzystych jest podciagiem ciagu a, = n liczb

naturalnych powstalym przez wykreslenie zen co drugiego wyrazu (wszystkich wyrazéw parzystych).

Twierdzenie lim a, =g € R <= lim a;, = ¢ dla kazdego podciagu (ag, Jnen ciagu (ap)nen.
n—oo n—oo

Twierdzenie Ciag zbiezny nie moze mie¢ dwu réznych granic, tzn. ciag albo nie ma granicy, albo ma

ja doktadnie jedna.

Przyktad 53 Ciag a, := (—1)" nie ma granicy, mozemy bowiem wybra¢ dwa jego rézne podciagi
zbiezne do réznych granic:

by = agn—1 = (—1)""1 =125 —1

Cn = a9y = (1) =1""3"1

Przyktad 54 Ciag a, = sinn réwniez nie ma granicy. Dla kazdego g € (—1;1) mozemy wybraé

podciag ciagu (a,)nen zbiezny do g.

Twierdzenie

VM eR VYneN a, <M (ciag jest ograniczony od gory przez M)

= q< M.
lim a, = ¢ (ciag jest zbiezny do liczby q) } a
n—oo

Twierdzenie Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

UWAGA:
Nie kazdy ciag ograniczony jest zbiezny - patrz przyklad 53.

Twierdzenie Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Twierdzenie (Granice niektérych ciagéw:)

lim Ya=1, Va>0

n—oo
e lim {n=1,
n—oo

1 n
lim <1 + > =e
n—o00 n

1
lim (14 a,)* =e, V ciagua, — 0, gdzie a, # 0 dla prawie wszystkich wyrazéw ciagu.
n—oo

Twierdzenie Twierdzenie o trzech ciggach:
Niech (an)nen, (bn)nen, (cn)nen beda ciagami takimi, ze:
1. a, <b, <c¢, dla prawie wszystkich n € N

2. lim ap, = lim ¢, =9g€R
n—oo n—oo

Wtedy ciag (bn)nen tez jest zbiezny i lim b, = g.
n—oo
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OZNACZENIE

lim a, = 0" < lim a, =01 a, > 0 dla prawie wszystkich n € N.

n—oo

n—oo

lim a, =0~ <= lim a, =01 a, < 0 dla prawie wszystkich n € N.

n—oo

n—oo

Twierdzenie o dziataniach na granicach ciaggdw:

+ -0 | beR | +00
—0 | —0 | —o0 ?
a€R| —0c0|a+b |+
+00 ? +oo | o0
—00 [ beR | +0
—0 ? —0 | —o0
a€R| 400 | a—b| -
+o0o | o0 | +0
—00 | b<0 [0 |b>0] 400
- | 400 | 400 | 7| —00 | —00
a<0| 40| ab |0 a-b | —c0
0 ? 0 0 0 ?
a>0| -0 | ab |0 a-b | 400
400 | —00 | —o0 | 7| 400 | +00
—00 [ b<0] 07 [0] OF | b>0] 40
—00 ? 400 | 400 | 7| —0 | —o0 ?
a<0| O 7 +o0o | 7| —o0 2 0
0 0 0 ? ? ? 0 0
a>0| 0 7 —00 | 7| 400 3 0
+o0 ? —© | =0 | 7| 400 | 40 ?
A —0 [ b<0|0|b>0] 40
0" +oo | 4o | ? 0 0
ac(0,1) |4oo| a® |[1] ab
1 ? 1 1 1
a€(l;400)| O a® | 1] a® | 400
+00 0 0 7| 400 | 40
UWAGA:

1. Kazda kratka w kazdej z tabelek oznacza inne twierdzenie zapisane w formie skréconej.

Np. (a < 0) - (+00) = —oo w pelnej formie brzmi:
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lim a, = a,

n—oo

lim b, = +o00, a<0.

n—oo

Wtedy iloczyn ciagéw (an)nen 1 (bn)nen ma granice niewlasciwa lim a,, - b, = —oo.
n—oo

Inny przyktad: (a > 0) : (07) = +oo  oznacza

lim a, = a

a>0 b,>0 dlaprawie wszystkich n

a
Wtedy iloraz ciagéw (an)nen i (bn)neny ma granice niewlaéciwa lim — = +oo.
n—oo n

2. 7 w kratce oznacza tzw. symbol nieoznaczony, czyli nie jestedmy w stanie okresli¢ granicy ciagu
?wyjsciowego” na podstawie informacji o granicach ciggdéw ”wejsciowych”. Innym stowy granica

ta czasami moze nie istnie¢, a czasami istnie¢ ale przyjmowaé rézne wartosci.

Przyktad 55 J%O =7 oznacza, ze z faktu, iz lim a, = +o0i lim b, = 0 nie jesteSmy w stanie wysnué
n—oo n—oo

zadnych wnioskéw o granicy ilorazu ciagow o

, . Qn . n .
Wezmy np. a, :=n, b, := %.Wtedy lim -— = lim + = lim n? = +o0.
n—oo n n—oo = n—oo
. 1 . Qp, . . 2
Ale gdy wezmiemy ap :=n , by := —, , to lim — = lim — = lim —n® = —oo0.
n—oo n—oo — = n—oo

n n

(="

——, to lim a, = lim n = +oo,

7 kolei, gdy wezmiemy a, =n , b, =

n—oo n—oo
0 0
_1)n T 7
. . . . . . 1 (—1)” 1
lim b, = lim = 0 z twierdzenia o trzech ciggach, bowiem —=+ < <+
n—o0 n—oo 1N n n n
2
— Qan __ n _ n
Tymczasem ¢, = e i s V0

cigg ten nie ma granicy, bo
2 N—00
Cop =N° — +00,
9 N—00
Con4+1 = —N° —— —0OQ.
Przyklad 56 17> =?
Wezmy a,, = 1, b, =n. Wtedy lim " = lim 1" = lim 1=1.
n—oo

n—0o0 n—oo

)
n n—o0 n—o0

1 n
Ale dla a, =14 L, b, =n mamy lim o’ = lim <1+n) =e#1.

SYMBOLE NIEOZNACZONE, z ktérymi najczesciej bedziemy sie spotykaé to:

0 0 0
o0 —o00,0-00, 32, 5,07, 00", 1%,
UWAGA:
Liczenie granic ciagéw z definicji jest zmudne i w wielu przypadkach niewykonalne tym bardziej, ze
z definicji mozemy jedynie sprawdzié¢ czy dana liczba lub +oo jest granicag czy nie. Ale jak te granice
znalez¢? Stosujemy rozmaite techniki w zaleznosci od typu ciagu. Nie ma wigc jednego algorytmu.
Pierwsza rzecz, ktora nalezy jednak zawsze zrobié¢, to sprawdzi¢ czy mamy do czynienia z symbolem

oznaczonym, czy nieoznaczonym. Potrzebna jest tez znajomosé wlasnosci funkcji elementarnych.


mikele
Podświetlony
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Tw. o granicy réznicy

1
Przyktad 57 lim /n — L 1-0=1.
n—00 n+1
3n2 — 7 -5 3
Przyklad 58 lim 0 — [T _ iy 002 _ 2
n—oo 13 — 2n2 —00 n—0o % - 2

2 n
Przyklad 59 lim 2" 37" = [+o0-0] = lim (3) =0.

1 n
Przykltad 60 lim 7\’/<2> +1427 =2 bo

2

2
I
—

2
9= V2 < V(B H 14 < YT ¥y 2 = Y32 =X/3.2

i korzystamy z twierdzenia o trzech ciagach.

Przyktlad 61
0

1

) 1
lim cos — = cos0 = 1.
n—oo n

n—oo n—oo

4 o dn — 242
Przyktad 62 lim < nt 3) =[1°] = lim <n4—i—2+3
n —_—

4n — 2

4n—2 5

5 5 dn—3 o"
= lim <1+ ) = lim

4n—2
5

n—00 4n — 2 n—00

5
1
< +4n—2>

Wiecej przyktadéw na ¢wiczeniach.

Twierdzenie (o 2 ciagach)

Niech (an)nen, (bn)nen beda ciagami takimi, ze:

1. a, < b, dla prawie wszystkich n € N,

2. lim a, = +oo.
n—oo

Wtedy ciag (b, )neny ma granice niewlasciwa i lim b, = +o0.
n—oo

UWAGA:

Analogiczne stwierdzenie mozna sformutowaé dla —oo.

Przyktad 63 lim (3n® —4n —2) = +o0, bodlan >3
n—oo

—+oo

;
2n3< 3n3 — 4n — 2.

15n

] An—2

)3”_
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Definicja.
Ciag (ap)nen nazywamy arytmetycznym, jezeli Ir e R Vn € N ap11 =a, + 7.

Liczbe r nazywamy réznica ciagu arytmetycznego.

OBSERWACJA

V ciagu arytmetycznego (an)nen
ap =a;+ (n—1)r,
Sn:al—l—...—i—an:‘“*#“"-n.

Definicja.
Ciag (ap)nen nazywamy geometrycznym, jezeli 3¢ e R Vn € N a,q1 = ay, - q.

Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego.

OBSERWACJA

V ciggu geometrycznego (an)nen

an =ay - ¢" L,

Sn=aq - %7

S::nlirrgoSn:a1+a2+a3+..- :1a7_1q’ gdy |g] < 1.
OBSERWACJA

l¢| < 1= ciag geometryczny (an)nen — O,
q > 1= (ap)nen zmierza do +oo gdy a; > 0 lub do —oo gdy a1 < 0.
q = 1 = ciag geometryczny (ap)neny — a1, ¢ < —1 = (ay)nen nie ma granicy.


mikele
Podświetlony

mikele
Podświetlony
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5 GRANICA FUNKCJI

Definicja.

Otoczeniem punktu zy € R o promieniu 7 > 0 nazywamy przedzial otwarty V(zo) = (xo — ;20 + 7).

Rysunek 1: Otoczenie punktu

Definicja.
Sasiedztwem punktu zg € R o promieniu 7 > 0 nazywamy zbiér
S(xg,r) =V (xo,r) \ {z0} = (0 — r;20) U (T0; 20 + 7).

Rysunek 2: Sasiedztwo punktu

Definicja.
Sasiedztwem prawostronnym punktu zg € R o promieniu r > 0 nazywamy zbior
St (zo,7) = (w0, 0 + 7).

Definicja.

Sasiedztwem lewostronnym punktu xg € R o promieniu r > 0 nazywamy zbior

S™(xo,7) = (0 — 7, 20).

Rysunek 3: Sasiedztwo lewostronne punktu

Definicja.

Sasiedztwem +oo nazywamy dowolny przedzial postaci S(a;+00) = (a;+00), gdzie a € R.

Definicja.

Sasiedztwem —oo nazywamy dowolny przedzial postaci S(a; —o00) = (—o0;a), gdzie a € R.

Niech f: X — R bedzie funkcja
xo€R, geR.

Definicja.
Zalézmy, ze Ir >0 S(xo,r) C Dy.
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g
Méwimy, ze funkcja f zmierza w punkcie zg do +00 |, CO oznaczamy
—00
g
lim f(x)=| +o0
P—— .
g
albo f(z) =% | +o00 | jezeli
—00
(DEFINICJA HEINEGO)
g
V ciagu (zp)neny C S(zo,r) lim z, =20 = lim f(z,) =| +oo
T o —00
Ve >0 V(g,e)
(DEFINICJA CAUCHY'EGO) | VM € R |36 >0 =z € S(x0,6) = f(z) € | S(M, +00)
VM e R S(M, —o0)

Foe)F
F)T
BACSYR

P

1L

A4

L e

Rysunek 5: Definicja Cauchy’ego
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Przyktad 64 lim1 2z — 3 = —1.
T—

Rysunek 1:

Uzasadnienie (wg def. Heinego):
Wezmy dowolny ciag (zy)nen zbiezny do 1.
Oczywiscie (x,) C R = Dy.

Teraz ciag f(zy,) = 2z, —3 "ZH° 1 na mocy twierdzenia o dzialaniach arytmetycznych na granicach

ciggu.

Uzasadnienie (wg def. Cauchy’ego)

Wezmy ¢ > 0.

flx) e V(-le) <= f(x) € (-l —¢g,—-14¢e) <= —-1—-e<2r—3< —l4+e<<=2-c< 2 <
24ee=1-5<z<1+5

Zatem dla ¢ := § mamy implikacje x € S(1,6) = f(x) € V(—1,¢).

1
Przyktad 65 lim — = +oo.
z—0 I

N

\ ]

Rysunek 2:

Uzasadnienie (wg definicji Heinego):

Wezmy dowolny ciag (2 )nen zbiezny do 0 o wyrazach niezerowych (wtedy (x,) C R\ {0} = Dy).

Teraz ciag f(x,) = x% "2 4o na mocy tw. o dzialaniach arytmetycznych na granicach ciagéw, bo
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U% = +o0.
Uzasadnienie (wg def. Cauchy’ego):
WeZzmy M € R. Mozemy zatozyé, ze M > 0.

L
VM

f(x)eS(M,+oo)<:>f(x)>M<:>;2>M(M>0)<:>x2<ﬁ<:>—\/#ﬁ<x<
Zatem dla § := \/% mamy implikacje: x € S(0,9) = f(z) € S(M, +o0).
Przyktad 66 Rozwazmy funkcje signum (funkcja znaku) okreslona wzorem
1, >0
sgn r = 0, z=0 .
-1, <0
lim sgn x nie istnieje.
z—0
Y
1
= >
-1
Rysunek 3:
Uzasadnienie (wg def. Heinego)
Wezmy ciagi x,, := % oraz I, := —%. Oba te ciggi zmierzaja do 0, ale
1 1 —
lim f(zp,)= lim sgn — = lim 1 =1%# —1= lim —1 = lim sgn <—> = lim f(z,).

Uzasadnienie (wg def. Cauchy’ego)

Ve = |

Zadna liczba g € R nie moze by¢ granica, bo dla dowolnie malego § > 0
x € 8(0,0) = f(x) e {-1,1} Z V(g,¢).

Wezmy M := 2.

+ 0o nie moze by¢ granica, bo dla dowolnie matego 6 > 0

z € 5(0,0) = f(z) e {—1,1} ¢ S(M, +00).

WeZmy € :=
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Wezmy M := —2
—o0 nie moze byé granica, bo dla dowolnie matego § > 0

z € 58(0,0) = f(z) € {—1,1} ¢ S(M, —o0).

UWAGA:

Funkcja majaca granice w punkcie nie musi by¢ w tym punkcie okreslona.

__ sinx
T

Przykltad 67 Funkcja f(x)

sinz

Rysunek 4: f(z) = =7

jest nieokreslona w 0, ale ma w 0 granice.

lim S0 = 1,
z—0 X
. a” P e |
Przyklad 68 | lim =1Ina |, a > 0. W szczegblnosci | lim =1
z—0 T z—0 T
T
Przyktad 69 lir%(l +x)zs =e |
Tr—
Ogdblniej mamy twierdzenie
. . . . 1
Twierdzenie lim f(zx) =0 = lim (1 + f(z))7@ =e.
r—a r—a
Definicja.
Zalozmy, ze Ir >0 St (zo,r) C Dy.
. . funkcja f zmierza z prawej strony w punkcie xg do g
Méwimy, ze - - +o00
(ma w punkcie xg granice prawostronna)
—00

, CO oznaczamy
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g o
lim f(z)=| +oo | albo f(x) U PN , jezeli
m—»xo PN 0
g
(H) V ciagu (zn)nen C ST (zo,7) lim 2, = o = lim f(z,) =| +oo
n—oo n—oo
—00
Ve >0 V(g,e)
(C)| VM e R 36 >0 z€ ST (x9,0) = f(z) €| S(M,+0)
VM € R S(M, —o0)
" P
|
N I i :l
e PAT FYC T
T e : £y T
flo) 41— 4 - ! Fla)— —!—|: .
I \ > Tt >
Rysunek 5: lim f(z) =g lim f(z) = +o0
r—xgt z—xoT
b - |
M !
|
oh suavan |
| ;_n \\ > l -
Rysunek 6: lim f(z) =g lim f(z) = +o0
UWAGA:

Analogicznie definiuje sie granice lewostronna funkeji w punkcie (zastepujemy sasiedztwo prawostronne
sasiedztwem lewostronnym).

OBSERWACJA

lim f(x) istnieje <= lim f(z)i lim f(x) istnieja i sa sobie réwne.
T—=xo Tz z—x)

Wtedy lim f(z) = lim+ f(z) = lim f(x).

L0 z—x T—x)

Przyktad 70 f(z) = 2=

lim 2% = 400

+ S S
=0t lim 2= nie istnieje.
llm 21 = 0 x—0
rz—0~

Uzasadnienie (wg def. Heinego):

Wezmy dowolny ciag (zy)nen 0 wyrazach dodatnich, zbiezny do 0.



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 6

&

Rysunek 7: f(z) = 25

1 — . . . . . . ,
Wtedy f(z,) = 27n "—3 400 namocy twierdzenia o dzialaniach arytmetycznych na granicach ciagéw.
(3 = 400,27 = +00),
Analogicznie, wezmy dowolny ciag (x,)neny 0 wyrazach ujemnych zbiezny do 0.
1

1 e
Wtedy f(z,) = 27n =3’ 0 na mocy tego samego twierdzenia (5= = —o0, 27 =0).
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Uzasadnienie (wg def. Cauchy’ego):

Wezmy M € R. Mozemy zalozy¢, ze M > 1. Poniewaz funkcja y = 2% jest rosnaca, to
log, M

f(2) € S(M, +00) <= 28 > M &= 25 > 2o My 1 > log, A " M0 o 1

Zatem dla 0 := w mamy implikacje: x € S7(0,8) = f(z) € S(M, +o0).

Analogicznie, Wezmy ¢ > 0. Mozemy zalozy¢, ze € < 1.

0, 1 0
f(z) € V(0,e) <= 25 < 2lo82e s 1< log25x< P @.
Zatem dla § := —@ mamy implikacje: x € S7(0,90) = f(z) € V(0,¢).
Przyktad 71 f(;vl) = sin%
Granica lim sin — nie istnieje.
z—0 €T

Rysunek 8: f(z) = sin 1

Uzasadnienie (wg def. Heinego):

’ . . _ 1 -~ _ 1 . . . . . .
WezZzmy ciagi z,, = T gy O18% Tn = Esrm Oba te ciagi sa dodatnie i zmierzaja do 0, ale

=lim1=1#-1= lim —1 = lim sin (37774—27177) = lim f(z,).

. . . ™
i (@) = Jim sin (5 +207) = lim = o

n—oo

Uzasadnienie (wg def. Cauchy’ego)
Zadna liczba g € R nie moze by¢ granica, bo dla dowolnie malego & > 0

Wezmy € := %.
x € 87(0,0) = f(z) e< —1;1 >¢ V(g,e).

Wezmy M := 1. +00 nie moze byé granica, bo dla dowolnie matego § > 0
z € 57(0,0) = f(z) e< —1;1 >¢ S(M, +00).

Wezmy M := —1. —oo nie moze by¢ granica, bo dla dowolnie matego é > 0
x€85(0,0) = f(x) e< —1;1>¢ S'(lM,—oo).

Analogicznie dowodzi sie, ze lim sin — nie istnieje.
z—0~ T
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Definicja.
Zalézmy, ze IK >0 S(K,+o0) C Dy.
g g
Méwimy, ze funkcja f zmierza w +o0o do | 400 |, co oznaczamy liIJIrl f(x) =] 400
T—T00
—00 —00
g
albo f(x) T2 Joo |, jezeli
—00
g
(H) V ciagu (25 )neny C S(K,4+00)  lim z, = 400 = lim f(x,) =| +oo
n—oo n—oo
—00

Ve >0 Vi(g,e)
(C)| VM eR AN > K z e S(N,+o00) = f(z) € | S(M,+o0)
VM e R S(M, —o0)

g L — - - — = — —
fle)FE- === _—_F_:-r’:'_T_
x)
Flxa)

Rysunek 9: lil}rl flx)=g

UWAGA:

Analogicznie definiujemy granice w —oo (K < 0,

3

Przyklad 72 f(x) =e™*

. _ 3
lim e =0.
T——+00

. _ .3
lim e = +o0.
T——00

Uzasadnienie (wg def. Heinego):

Wezmy dowolny ciag (zy)nen zbiezny do 4o00.
Wtedy f(z,) = e % "=
([+05%] = +o00, [e] = 0).

flix;}-——-————-N
L e Ay |
£lx) A\ /I( .

T——+400

S(K,—o0), N<K, S(N,—0)).

0 na mocy twierdzenia o dzialaniach arytmetycznych na granicach ciagéw

Analogicznie, wezmy dowolny ciag (xy,)nen zbiezny do —oo.

3 n—00

Wtedy f(x,) =e " —
Uzasadnienie (wg def. Cauchy’ego):
Wezmy € > 0. Mozna zalozy¢, ze € < 1.

+00 na mocy tego samego twierdzenia ([—o0%] = —o0, [e7>°] = +00).
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\

3

Rysunek 10: f(z) =e™*

f@) eV(0,e) = e <ee=e ™ <= 23 <Ine <= 23> —Ine e<lzlie<0 S Y~ Tne.
Zatem dla N := ¢/—Ine mamy implikacje: z € S(N, +00) = f(z) € V(0,¢).

Analogicznie, wezmy M € R. Mozemy zalozy¢, ze M > 1.

f(z) € S(M,+x0) <= e > e M s g3 < 1\ MPIZBRMZ0 0 o ¥

Zatem dla N := —+/In M mamy implikacje: = € S(N, —o0) = f(x) € S(M,+o0).

Przykltad 73 lim cosx ani lim cosx nie istnieja.
r—+00 r——00

Uzasadnienie: na ¢wiczeniach.

Rysunek 11:

UWAGA:

Definicje granic Heinego i Cauchy’ego w kazdym przypadku sa réwnowazne (bez dowodu).



MATEMATYKA
Wykiad dla I roku kierunku Automatyka przemystowa i robotyka
Wydziatu Inzynierii Mechanicznej i Robotyki

DR JACEK SZYBOWSKI
Wydzial Matematyki Stosowanej AGH
szybowsk@agh.edu.pl



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 2

Twierdzenie (o dzialaniach arytmetycznych na granicach funkcji)
Analogicznie jak dla ciagéw. Wszystkie twierdzenia sg prawdziwe dla granic obustronnych
i jednostronnych w punkcie, jak réwniez w +o00 i —oo.

Przyktad 74 lim (2—z)™" = [(2—0)"®] = [27>] = 0.

r—0t

4 44 (— —
Przyktad 75 lim T [ +( OO)] = [ OO] = +o00.
r——o0 arctgr

Przyktad 76 11_192 @127 =

sin [sin (—2)} sin(—2)<0

Przyktad 77 lim z-[z]=—-1-(-2)=2.

r——1"

Twierdzenie (o granicy funkcji zlozonej)

Niech f, g i h beda funkcjami spelniajacymi warunki :
(1) Tim f(x) = B,
x—)A
(2) f(z) # B w pewnym sasiedztwie A,
(3) lim g(y) =C.
y—B

Wtedy lin}4 g(f(x)) =C, gdzie A,B,C € RU {+00,—00}, przy czym granice liczbowe moga by¢

zaréwno obustronne jak i jednostronne.

1
Przykltad 78 lim cos — =cos0 = 1.
x

r——00

+
Przyklad 79 lim tg(arccosz) = [tg <72T> ] = —00.

r—0~

[22= [o-8 1
Przyktad 80 linée T = eV 1 = e\/z = /e
xr—

Twierdzenie (o trzech funkcjach)

Niech f i g beda funkcjami spelniajacymi warunki :

(1) f(x) <g(z) <h(z)  VeeSA),

(2) :gl_r& flx) = IIE)IIIL} h(z) =a € R.

Wtedy xh_r)r}‘ g(z) = a,

gdzie A € RU {400, —c0}, S(A) oznacza sasiedztwo A, przy czym granice w punkcie moga byé obu-

stronne jak i jednostronne (wtedy S(A) oznacza odpowiednie obustronne lub jednostronne sasiedztwo

A).
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i 1 i —1 1 1
Przyklad 81 lim S 0, bo —< e <— Ve (—00,0) oraz lim —= lim —— =0.
xr— —00 €T €T €T €T r——00 I xr— —00 €T
. 1 1 . .
Przyklad 82 limx-cos— =0, bo —|z|<z-cos—<|xz| VxeRoraz lim— |x|=lim|z|=0.
T— T X z—0 z—0

Twierdzenie (o dwéch funkcjach)

Niech f i g beda funkcjami spetniajacymi warunki :

(1) f(z) <glz) Vo e S(A),

(2) lirrlqu(x) = +00.

Wtedy lin}1 g(x) = +o0,

gdzie A € RU {+00, -0}, S(A) oznacza sasiedztwo A, przy czym granice w punkcie moga by¢ obu-

stronne jak i jednostronne (wtedy S(A) oznacza odpowiednie obustronne lub jednostronne sasiedztwo
A).

UWAGA:

Analogiczne twierdzenie mozna wypowiedzie¢ dla granicy niewltasciwej réwnej —oo.

Przyklad 83 lim [z] = —oc0, bo [z]<z VreR oraz lim z=—oc.
T——0Q Tr——00
1 1
Przykltad 84 lim sgn - 400, bo Sgn T > Vo #0 orazlim — = +oo.
2—0 sinx sinx ~ | x| =0 | z |

Przyklad 85 lim (cosz —+/z) = —o0, bo cosx—+r<1—+x VYr>0

Tr—-+00
oraz lim 1—+/z = —oo0.
Tr——400
UWAGA:

0 o

W przypadku wystepowania symboli nieoznaczonych g, ==, 0+ 00, 0o — 0o, 02, 1°°, czy oo stosuje sie

rézne techniki liczenia granic .

2_x—-2 -2 1 1
Przyklad 86 li%H:[O]zlim(gj)W im 2L 23

x2 -4 0 r—2 (x—2)( 2) =21+ 2 4
4+2 [-oc0 4 4+1 040
Przyklad 87 lim = = lim & = = 0.
z——o0 22 — 5 | +00 z——o00 | — 5 1-0
1 1
in 2 0] in2:r 2 nor | 1
sin 2z sin 2% T sin 2z
Przyklad 88 lim — 2] = lim 22— fim .2 coba=2
z—0 tgx 0 z—0 2x S & z—0 2 sinz
- Ccos T X
In5 In2 1
57 —2¢ [0 57 —1— (2° — 1) sl e Ly
Przyktad 89 lim — = |-| = lim . = lim — — =
z—0 sinx 0 z—0 T 5121" z—0 x x Sl;m

:ln5—ln2:ln%.
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Przyktad 90 lim (m_> = [1%] = lim <m + 3z T+ )

z5too \ 22 4+ 3z — 1 z—+00 22 +3x—1
224 30— —ozt6 -3 22435 7_15 1578
R T T e R O o Wl R T
z—+00 2 +3zx—1  z—+oo 224+ 3x -1 - '

Przyklad 91 zgm (Vo —Vz) = [oo—o0] = lim (Vo —1)- /2 =[(+00) - (+00)] = +oc.

+o00 T—+00

Va2 0] (VE-2(VE+2)
Przyklad 92 a:ligll*m = [ ] lim

6 N T—4- (LU —4)2(\/54‘2)
z—4 1 1

s S eyl by R S e v Rl [T ] B

T — t=m—ux
Przyklad 93 lim(z — ) ctgz = [0 o0] = lim — SCoS T = =
foswen z—7m Sinx r—-rnst—0
—t t t
=lim ———— -cos(m —t) = lim ——— - (— cost) = lim O _ 1.
t—0 sin (1 — ) t—0 sint t—0 sint

Twierdzenie (o zachowaniu nieréwnosci w granicy)
flz) <K M eR VreSA) = hn}lf(as) < M,

xr—
flz)>MeR VreSA) = lirr}qf(az) > M,

xTr—

gdzie A € RU {400, —0}, S(A) oznacza sasiedztwo A, przy czym
granice w punkcie mogg byé¢ obustronne jak i jednostronne

(wtedy S(A) oznacza odpowiednie obustronne lub jednostronne sasiedztwo A).
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6 CIAGROSC FUNKCJI

Definicja.
Funkcja f: X — R jest ciagta w punkcie xg jezeli :

(1) f jest okredlona w punkcie xg, tzn. o € Dy,
(2) f ma granice w punkcie x,

(3) lim f(z) = f(zo).

Tr—XT0

UWAGA:

Funkcja jest ciggla w punkcie jesli jej wykres nie "rozrywa sie” w tym punkcie.

D_'/

f |
fix) [ _/( ) [ Y fx ) [ 7LT : fix )=
| - - Lo

ORI A A

Funkcja ciggta w x, Funkcje niecigate w x,

Rysunek 1: ciagtosé obustronna

Definicja.

prawostronnie

Funkcja f: X — R jest ciggla w punkcie zq jezeli :

lewostronnie

(1) f jest okredlona w punkcie xg, tzn. o € Dy,

rawostronn
(2) f ma granice Prowostron™ | w punkcie z,
lewostronna
(3) lim_f(z) = f(zo).
ZE—>I§
OBSERWACJA

f jest ciagta w xg < f jest prawostronnie i lewostronnie ciagla w zg.

Przykltad 94 Funkcja f(z) =2z + 1 jest ciagla w punkcie g = 1, bo

20 € Dy =R, lim f(x) = lim 22 +1 =3 = f(1).
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Funkcja prawostronnie ciqgta w X Funkcja lewostronnie ciggta w X

Rysunek 2: cigglosé jednostronna

Q_ff

f(x,) [— _T
| xl:l

-

t
Fupkcija prawostronnie
“iTewosfronnie nieciggia w X,

>
f
Rysunek 3: y =2z + 1
sin x 0
Przyklad 95 Funkcja f(z) = e T
1, z=0
jest ciagta w punkie x¢o = 0, bo
. . sinx
v € Dy =R, lim f(z) = lim " =1 = f(0)
A
e

Rysunek 4: Przyktad 95

1, z>0
ost nicciacl ¢ .
Prayklad 96 Funkeja sgn « — 0, == Jes' nieciagla p‘rawos ronnie
ani lewostronnie w xg = 0.
-1, <0
2 1 =0
Przyktad 97 Funkcja f(z) = { 2+h @
-, x <0
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A

Rysunek 5: y = sgn «

jest ciagla prawostronnie w 29 = 0, bo lim f(z) = lim 2z +1=1= f(0),
xz—0t z—0t

ale nieciggla lewostronnie w zop = 0, bo lim f(z) = lim —xz =0# 1= f(0).
z—0~

z—0~

A

v

Rysunek 6: Przyktad 97

z, dlaz>0

Przyktad 98 Funkcja |z —{ jest ciggla w 29 = 0, bo

—x, dlaz <0
lim [z|= lim x=0= f(0) = lim —z = lim |z|.
x—07F x—07t x—0~ x—0~

Rysunek 7: y = |z|.

1, ze@Q jest nieciagta w kazdym punkcie zg € R,

Przyktad 99 Funkcja Dirichleta D(z) = ) A ]
0, €R\Q bow zadnym punkcie nie ma granicy.
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Definicja.
Funkcja f : X — R jest ciagla, jezeli jest cigglta w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Twierdzenie Wszystkie podstawowe funkcje elementarne sg ciggle.
Twierdzenie Suma, réznica, iloczyn, iloraz i zlozenie funkcji ciggtych jest funkcja ciagla.
WNIOSEK ~ Waszystkie funkcje elementarne sg ciagle.

Twierdzenie (o ciaglosci funkcji odwrotne;j)
Niech f: 1 — J bedzie silnie monotoniczng suriekcja, I, J - przedziaty.

Jedli f jest funkcja ciagla, to f~':J — I tez jest funkcja ciagla.

e T

Przykltad 100 Funkcja kosinus hiperboliczny cosh = em% zawezona do przedziatu (0, +00) jest

rosnaca suriekcja na przedzial (1,400), a wiec jest odwracalna. Jako funkcja elementarna jest ona

A

Rysunek 1: y = cosh z

ciagla .
Zatem funkcja odwrotna area kosinus hiperboliczny arcosh: (1,400) — (0, 400) jest réwniez funkcja

ciagta. Wyraza sie ona wzorem:

arcoshx = In (a: +vVz—1vVze + 1) .

Twierdzenie (o lokalnym zachowaniu znaku)
Niech f: X — R bedzie funkcja ciaglta na przedziale otwatym I C X.
Jesli zg € I'1 f(zg) # 0 to 3J C I przedzial otwarty taki, ze zg € J i f(x) - f(xo) >0 Vx € J.

Twierdzenie Weierstrassa (o przyjmowaniu kreséw)

f : {a;b) — R funkcja ciagla na przedziale domknietym i ograniczonym przyjmuje na tym przedziale

kresy tzn.

dc € (a;b) supye(an f(T) = f(c) W szczegdlnosei funkcja f

3d € (a; b) infociapf(r) = f(d) na przedziale (a,b) jest ograniczona.
UWAGA:

Bez zalozenia domknietosci lub ograniczonosci dziedziny albo cigglosci funkcji teza twierdzenia moze

nie zachodzié.
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Rysunek 2: Lokalne zachowanie znaku

- - m
| ] ] F

a ':I:l é Ib=d

| :

f(b)

Rysunek 3: Kresy funkcji

Przyktad 101 f: (-3, 5) — R, flz)=—tgzx

Funkcja ta jest okreslona na przedziale ograniczonym i jest ciagla, ale nie osigga kresow.

Rysunek 4: y = —tgax

Przyktad 102 f:(0;4+00) — R flx) ==

Funkcja ta jest okreslona na przedziale domknietym i jest ciagla, ale nie osiaga supremum.

ctgx ,x#0
0 , =20
Funkcja jest okreslona na przedziale domknietym i ograniczonym,

Przyktad 103 f: (-7, 5) — R, f(z) =

ale nie jest ciaglta w 0 i nie osigga kreséw.
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Rysunek 5: y = /x

1
vald
]

Rysunek 6: Przykitad 103

Twierdzenie Darboux (o przyjmowaniu wartosci posrednich)
f(a) < f(b)
f0) < f(a)

de € (a,b) : f(c) = w.

Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja ciagla taka, ze

Vowe (f(a), f(b))

Wy e (7). 7(a)

Rysunek 7: Wartosci posrednie

f(a) 7‘

) a C\\T\ >

Rysunek 8: Wartosci posrednie
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WnNI0SEK  (Tw.Darboux o miejscach zerowych funkeji)
Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja ciagta taka, ze
f(a)- f(b) <0 (na koncach przedzialu przeciwne znaki). Wtedy Jc € (a,b) : f(c) = 0.

Przyktad 104 Réwnanie 23 = 2% ma rozwiazania z1 € (1,2) oraz a2 € (9, 10).
Aby to wykazaé, rozpatrzmy funkcje f(z) = 2% — z3.

Jest to funkcja ciggla, jako réznica podstawowych funkcji elementarnych.

3 =27 & f(x) =0.

Rysunek 9: 23 = 27

}:> Jr1 € (1,2) : f(z1) =0 = 3r; € (1,2) : 23 = 271,

} = Jx9 € (9,10) : f(x2) = 0 = Jzo € (9,10) : 23 = 272,

Aby dokladniej zlokalizowaé np. 1 dzielimy przedzial (1,2) na pét i badamy znak funkeji w srodku

przedziatu, po czym procedure powtarzamy, az osiagniemy zadowalajaca nas dokladnosé:

[ =28~ (3 =vE-F <0=3m e} flz) =0
f(%)ZQZH—(%)S:Q\‘Lf—%>0=>E|$1€(§,%):f(x1):0.

f) =28 —(4)P~2,5904-2,6<0= 3z € (3,4): f(z1) =0.
F(2) = 2T — (21)3 ~ 24837 — 2,261 > 0= Juy € (2, 1): f(z1) = 0

Mozemy wiec przyjaé, ze x1 = g—g + 3%
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7 POCHODNA FUNKCJI

Definicja.
Niech f: X — R bedzie funkcja, zo € R. Zatézmy, ze 3 r > 0 V(xo,7) C Dy.
Jezeli istnieje granica tzw. ilorazu réznicowego

lim f(zo + h) — f(xo)
h—0 h

)

to méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg i granice te nazywamy pochodna funkcji

w

Rysunek 10: lloraz réznicowy

f w punkcie zq:

f(zo+h) — f(20)

! =1 .
J(wo) hli% h
OZNACZENIE
0
o) = 5L (z0) = Dy (o)
OBSERWACJA

w to wspélczynnik kierunkowy siecznej wykresu funkcji f przecinajacej

Iloraz réznicowy
go w punktach (xq, f(x0)) 1 (zo+ h, f(xo+ h)). W miare jak h maleje do 0, sieczne coraz lepiej aprok-

symuja tzw. styczna do wykresu f w punkcie xg, a wigc pochodna f’(zg) jest réwna wspolezynnikowi

kierunkowemu stycznej do f w punkcie xg.
Nieformalnie, styczna do wykresu f w punkcie xg to prosta najlepiej ”przylegajaca” do wykresu f

w punkcie (zg, f(zo)), zwanym punktem stycznosci.

OBSERWACJA
Styczna do wykresu funkcji f w punkcie zg ma przynajmniej jeden punkt wspdlny z tym wykresem

i jest nim punkt (xg, f(xo)). Rownanie tej stycznej ma wiec postac:
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Rysunek 11: Styczna i sieczne

|y = f/(@o) (& — o) + f(0) |

gdy f'(z9) € R, natomiast

gdy f/(xO) € {+OO7 _OO}'

Definicja.
Niech f i g beda funkcjami, ktérych wykresy przecinaja sie¢ w punkcie (z,yp), rézniczkowalnymi

w punkcie zg. Katem przeciecia wykreséw funkcji f i g nazywamy kat ostry ¢ miedzy stycznymi do

wykreséw tych funkcji w punkcie ich przeciecia.

OBSERWACJA

Miara kata przeciecia wykresow funkcji f i g wyraza sie wzorem

f(x0)—g'(x0) ‘

= arctg| {1 Fasiern

jezeli f'(x0)g'(zo) # —1, natomiast

©
Il
o3

gdy f'(x0)g'(zg) = —1 lub f'(z9) € {+00,—00} 1 ¢'(x9) =0, lub f'(z¢) =01 ¢'(xg) € {+00, —0}.
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-

Rysunek 12: Kat miedzy wykresami funkcji
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Definicja.

Normalng do wykresu f w punkcie zg nazywamy prosta prostopadta do stycznej do wykresu f w punk-

cie stycznosci (xg, f(zo))-

NORMAINA

Rysunek 1: Styczna i normalna

OBSERWACJA

Réwnanie normalnej do wykresu f w punkcie xg wyraza sie wzorem

Y=~y (® — w0) + f(z0) |

jesli f'(zg) # 0 albo

T = o}
jesli f'(xzo) = 0.
Definicja.
Niech f: X — R bedzie funkcjg, o € Dy. Zalézmy, ze
Jr>0[2 o0 cp
r> S—(zo,r) C Dy.

Jezeli istnieje granica ilorazu réznicowego

f(xo + h) — f(z0)

lim N ,
h—0t
h—0—

to méwimy, ze funkcja f jest prawostronnie (lewostronnie) rézniczkowalna w punkcie xg i granice te

nazywamy pochodna prawostronng (lewostronna) funkeji f w punkcie xo:

7 (w0) = hhm+ f(zo + h}z — f(wo)

—0
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F- (o) = tim S0 T

UWAGA:

Mozemy analogicznie wprowadzi¢ pojecia stycznej prawostronnej i lewostronnej.

ETYCINA LEWOSTRONMNA
Rysunek 2: Styczne jednostronne

OBSERWACJA

Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg < f jest rézniczkowalna prawostronnie i lewostronnie

w o 1 f (z0) = f_(20).

Przyktad 105 f(x) =3z -8, 20=3, f(xzg) =3-3—-8=1.
B+h)—8—1 _ 3h

oy e JBHR)—FEB) 3 3h _
F3) = fim h = pm h = pm =3

Styczna do wykresu f w punkcie g = 3 ma wiec réwnanie:
y=3(x—3)+ 1< y=3xr—8 (pokrywa si¢ z wykresem funkcji).
Normalna do wykresu f w punkcie zg = 3 ma réwnanie:
y=—3@x-3)+1ey=—1x+2

Przyktad 106 f(z)=2%, 2o =1, f(zo) =2' =2.

s fQ4R) 1) 2thol gk
F) = lim h = Ji = = fm2-—

=2-In2 =1In4.

Styczna do wykresu f w punkcie g = 1 ma wiec réwnanie:
y=Ind(z—-1)+2.

Normalna do wykresu f w punkcie g = 1 ma réwnanie:
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y=—g(@—1)+2.

Przyktad 107 f(z) = |z|, 0 =0, f(zo) = |0] = 0.

|0+ k| —|0] . |h] . h
PO o tim 2 = lim — =1
f10) = h—>0+ h hoor B et h
/ . |04+ h|—10] . |nl h
f-(0) hg(r)l— h hiO— h }Ho— h

£1.(0) # f_(0) = f'(0) nie istnicje.
Wykres funkcji f nie ma stycznej w punkcie 0. Ma natomiast styczng prawostronna y = x i styczna

lewostronng y = —z.

Przyktad 108 f(z) = /z, 20 =0, f(zo) =0 =0.

/  NO+h=VO VR
f+(0) = e A A N o

= f/Jr (0) nie istnieje, a styczna prawostronna do wykresu f ma réwnanie x = 0.

Oczywiscie liczenie f/,(O) nie ma sensu, bo funkcja f nie jest okreslona dla x < 0.

Przyktad 109 Znalezé miary katéw przeciecia wykreséw funkcji f(x) = 22 i g(z) = /.
fx)=glx)orP=Vrert=xez@®-1)=0c22-1)(2?+2+1)=02s=0Ve =1.
f(0) =g(0) =0, f(1) =g(1) = 1.

04 h)* —(0)? h? /
1'(0) = }lLimo (—i_)h() = }llir% = %in%)h =0, g,.(0) = 400 (patrz przyktad 108).

Zatem wykresy f i g przecinaja si¢ pod katem prostym w punkcie (0,0).

(14 h)? — (1) _hm1+2h+h2—1

! T . _
FO=m % N
, . \/1+ V1 . (VI+h-1)(/T+h+1)
g'(1) = lim = lim =

h—0 h—0 h(v1+h+1)

1+h—1 . 1 1

lim—:hmizf.
h=0h(v1T+h+1) h=0y/1+h+1 2

Czyli wykresy f i g przecinaja sie pod katem o mierze
1 3

0= arctg‘ 23 ‘ = arctg‘%‘ = arctg3 ~ 37° w punkcie (1,1).

142-1

Twierdzenie Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie zg = f jest ciagla w punkcie zg.

Dowdéd:
f jest rézniczkowalna w punkcie xq, tzn. hir(l) flwo + h]?L — flao) = f'(z0) €R.

(f(»’UOJrh)—f(ﬂ?o).h) _

W takim razie

lim (£(20 + h) = f(z0)) = Jim

h—0

h
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f(xo+ 1) = flxo)

=T iy h = J'(z0)-0=0.
Ale i (f(a + h) = f(a0)) =0 & lim (/(2) = f(z0)) =0 lim f(z) = f(z0)

co oznacza ciggloéé¢ f w xg.

[ |
UWAGA:
Implikacja w druga strone nie musi by¢ prawdziwa. Np. f(x) = |z| jest w 0 ciagla (patrz przyklad 98),

ale nie rézniczkowalna (patrz przyktad 107).

Definicja.

Funkcja f: X — R jest rozniczkowalna, jezeli jest rézniczkowalna w kazdym punkcie swojej dziedziny

(na koncach przedzialéw okreslonosci wystarcza rézniczkowalno$é jednostronna).

Definicja.

Jedli funkcja f: X — R jest rézniczkowalna na zbiorze I C Dy, to mozemy okresli¢ pochodng funkcji

f jako funkcje f': I — R, przyjmujaca w punkcie = € I warto$¢ f'(x).

Przykltad 110 Przypomnijmy kilka pojeé ze szkoty.
n=1-2-3-...-n Vn € N ”n silnia”,
0l =1.

( > =—— Vn,keNU{0}, n>k "n po k” (Symbol Newtona)
n n n n
= = 5 = pr— n.
0 n 1 n—1
@ryr=" e+ | " |ty + " eyt [ )y Vz,yeR,neN
0 1 n—1 n

(wz6r Newtona)

Korzystajac ze wzoru Newtona policzymy pochodna funkcji f(z) = 2" (neN):

" " + " 2 h+ L+ " xh? 4+ " h™ — ™
($+h)n—xn_ 0 1 n—l n _

h B h

<n>x”_2—{—...—|— ( n)h"_2] h=0 an-1,
2 n

Zatem f'(z) = na""L.

=nz" '+ h

UWAGA:

Okazuje sie, ze wzor na pochodna funkcji potegowej jest réwniez prawdziwy Vn € R.
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Przyktad 111 Przypomnijmy wzér na réznice sinusdéw:

sina — sin § = 2sin

—p

a—+p

COS

2

Korzystajac z tego wzoru policzymy pochodna funkcji f(z) = sinz:

sin(xz 4 h) —sinz _ 2sin TEAL o5 ZEIEE _ sin &
- T h
h h 2
Zatem f’(x) = cosw.
Przyktad 112 f(z) =Inz.
In(z +h)—Inz ImZL g h
=2 m(14+2) =1
h TR S A

+ COS <$

h\ h—
+ 5) h—gcosx.

Twierdzenie (Pochodne podstawowych funkcji elementarnych)

i@ | F@) Uwagi f() 7() Uwagi
x" nz" ! neR sin cosT reR
1 0 (n=0)zeR CoS T —sinz zreR
x 1 (n=1)zeR tgx ﬁzl%—tgzx r € R\{§ + krm, k € Z}
1 L | (n=-1)2eR\{0} | ctgz _sin12:1: =—1—ctg?x x € R\{kr, k€ Z}
NI ﬁ (n=3)z>0 arcsin x 1£x2 ze(—1,1)
a® | a*lna a>0,a#1 arccos T - 11_902 ze(—-1,1)
e’ e’ (a=e) arctg x leg reR
log, = xllna a>0,a#1, >0 | arcctg x H—% reR
Inz 1 (a=¢e)

Twierdzenie (o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu)

Niech f, g beda funkcjami rézniczkowalnymi w punkcie z,

(1)

ceR.

(e f)'(20) = ¢ f'(xo0)

(f +9) (w0) = f'(0) + ¢'(x0)

(f = 9) (wo) = f'(x0) — ¢'(0)

(f-9) (z0) = f'(x0)g(wo) + f(0)g' (x0)
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Dowdéd:

fl@ot+h)  f(zo)
(f )/(xo) iy S@oth) @) _ . f(@o+h)g(xo) — f(xo)g(zo + h)

h—0 h h—0 hg(xzo + h)g(xo)

et 1y st 4 )

= lim h =
h—0 g(xo + h)g(xo)
_ limy 7]0(%%,);“%) limy, 0 g(xo + h) — limy,_o f(zo + h) limy_g 79(960%;):9(%)

limp o g(zo + h)g(zo)
cigglos¢ i rozniczkowalnosé f i g f’(fﬁo)g(l‘o) — f(xg)g’(xg)
9° (o)

Przykltad 113 f(z) =sin2x = 2sinz cosz.

f'(x) = 2(cosz - cosx + sinz(—sinx)) = 2(cos?

2

x — sin® z) = 2 cos 2z.

Przyktad 114 f(z) = tgox = S1&

cosx”’
f’(l’) _ cos z-cos x—sin z(— sin x) — cos? z4sin®z 1 -1 —|—tg2 z.

cos? x cos? cos?

Przyklad 115 f(z) = ¢/x — 3% + 323.

fl(a) = 3273 =37 In3+ 3307 = = — 3" In3 + 92,

Twierdzenie (o pochodnej zlozenia)

Niech f bedzie rézniczkowalna w punkcie zg, a g — funkcja rézniczkowalna w punkcie f(zg). Wtedy

(90 1) @) =g (1(z0)) - /'(z0)
Dowdéd:

(gof)/(xo) _ }llli% (go f)(zo +h})b— (g o f)(xo) _

iy (S0t 1) —l00) S 1) flao)y
h—0\  f(xg+h) — f(xo) h

o g(f(zo) + f(wo + h) — f(x0)) — g(f(z0)) . flzo+h)— flzo)
= fi F(zo + h) — f(zo) ' h
f(zg+h)—f(zg)—0

(z ciagglosci f w zq)
R g (fl@o)) - f (o).
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WNIOSEK
Niech f1,..., fr beda funkcjami rézniczkowalnymi odpowiednio w x1, ..., xk,
xo = fi(z1),23 = fa(22), ..., 2k = fr—1(Tk-1).
Wtedy )
(feofimaomofoo fi) (21) = fi(an) - fioa(e) - fol@a) - fl(wr),
Dowdéd:
(indukcyjny ze wzgledu na liczbe sktadowych funkcji)
I
(k=1) L = fl(z1) = P.

11
Zakladamy, ze tw./prawdziwe dlan € N, n < k, gdzie n-liczba sktadowych funkcji, tzn.
Zi - (fn o...ofl) (1) = f'(xn) ...~ fi(z1)  (ZALOZENIE INDUKCYJNE)

T;: (fn+1 ofn0...0 f1>’(x1) = £ (@ns1) - fo(@n) ... fi(z1)  (TEZA INDUKCYJNA)
D;: L= (fn+1 o(fpo...0 f1))/(x1) tw. o pochodnych zlozenia

= Fraa ((fore 0 f0)@0) )-(fnor s 0ft) (21) 2 fiy (@) Filwn). o (w1):
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Przykltad 116 h(z) =sin2z = (g o f) (z), gdzie f(x) =2z, g(y) =siny.
hW(x)=4g (f(w)) - f'(x) = cos2x - 2 = 2cos 2z (poréwnaj przyklad 113).

Przykltad 117 h(z) = log <arcctg x) = (g o f) (z), gdzie f(x) = arcctg =, g(y) = logy.
h’(az) — 1 1

1 (- _1_
arcctg z-In 10 ( 1422/ = (14=z?)arcctg z-ln 10"

Przyklad 118 f(x) = arcsin bz

cos?(1—3x) *
L 2 i i 5c052(173z) . .
- .5 1—-3x)— 5x-2 1—3x)-(— 1-32))-(—3 5cos”(1-3z) g 5 9-6
f/(l') _ V/1-2542 cos?(1—3x)—arcsin 52-2 cos(1—3x)-(— sin(1—3x))-(—3) _ ie? arcsin 5z sin(2—6x)
cos?(1—-3z) cos? (1-3x)

Przyklad 119 f(z) = 2® = " = e=lnz,
fl(@)=e"7 (Inz+2l) =2"(nz +1).

Przyktad 120 f(z) = (tg3z)V7 T = eh(ted)V"* 1 _ Vi Tin(tgda)
f!(x) = Ve FTin(ig3e) . [Mlzﬁ 27 - In(tg3z) + Va? + 1+ - b 3| =

_ V241 | ( zIn(tg3z) 3Va2+1
- (tg3$) * ’ ( NEZES + sin3:§cos3x>'

Twierdzenie (o pochodnej funkcji odwrotnej)

Niech f: X — R bedzie funkcja taka, ze:

(1) f jest ciagla w pewnym otoczeniu V(xq, ),

(2) f jest silnie monotoniczna na V(zo,r),

(3) f jest rézniczkowalna w punkcie xo,

(4) f'(zo) # 0.

Wtedy (f~1)(yo) = %’ gdzie yo = f(zo).

Dowdd:

f jest silnie monotoniczna na V' (xg,r), zatem jest w tym otoczeniu odwracalna.
W szczegdlnosei Vk bliskiego 0 3h #0: yo+ k = f(zo + h).
Co wiecej, k — 0< h — 0.

Teraz

S yot+k) =" (wo) _ TS (@o+h)—f T (f(x0) . awodth—mg  _ 1 h=0 1
k - f(@o+h)—f(z0) — J@oth)=f(zo) T flzoFh)—I(zo) Flxo)"

7Z jednoznacznosci granicy funkcji wynika teza.

Przyktad 121 ¢(y) = arcsiny.

Jest to funkcja odwrotna do funkeji sin |(_z =) : (=5, 5) — (=1,1), ktéra jest silnie rosnaca i réznicz-

kowalna w calej swej dziedzinie, a na przedziale otwartym (—7, ) jej pochodna jest rézna od 0.
c ,£7£
Zatem ¢'(y) = ——t— = — ) L 1 Yy € (—1,1).

sin’(z) cos T - V1—sin2z = \/1ny
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Twierdzenie Rolle’a

Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja ciagla, rézniczkowalna na (a,b) taka, ze f(a) = f(b).
Wtedy Jc € (a,b) : f'(c) = 0.

Dowdd:

f jest ciagla na (a,b), wiec z tw. Weierstrassa przyjmuje kresy na (a, b):

der € (a,b) : f(e1) = infre(ap) f(@) =2 m,

dez € (a,b) : f(c2) = SuPye(ap) f(x) =1 M.

1° m = M = f jest stala na (a,b) i w kazdym punkcie jej pochodna jest réwna 0.
2°m < M = 2a°% f(a) = f(b) #m V 2b° f(a) = f(b) # M (oczywiscie oba przypadki moga zajsé
jednoczesnie).

Zatézmy przypadek 2a° (w przypadku 26 dowdd jest analogiczny).

Wtedy c; € (a,b) , ale ¢1 & {a,b}, bo f(c1) =m # f(a) = f(b).

Stad ¢; € (a,b) 1 Vz € (a,b) f(x) > f(c1), czyli:

Heth=ite) < o dla h < 0 oraz HOT=ICD 5 0 qla b > 0.

h) — h) —
Stad hli%lf flat l)z fla) = fL(c1) <0 oraz hlirgl+ flen+ i)z f(e1)
niu nieréwnosci w granicy.

= f.(c1) = 0 z tw. o zachowa-

Poniewaz f jest rézniczkowalna w punkcie ¢; wiec f’ (¢1) = fl(c1) =0 = f'(c1).

0
Przyktad 122 f(z) = 17

€ (U;
jest funkcja rézniczkowalng na (0; 1), f(0) = f(1) =0, ale Ve € (0;1) f/(¢) = —1 # 0 (f nieciagla w 0).

Przyktad 123 f(z) = |z| Vz e (—1;1).
jest funkcja ciagta na (—1;1), f(-1)=f(1)=1 ale ~ 3¢ € (—1,1) : f'(¢) = 0 (f nie jest rézniczkowalna
w 0).

Przyklad 124 f(z) =z Vz € (0;1)
jest funkcja ciagla na (0; 1), rézniczkowalna na (0;1) ale Vo € (0;1) f/(x) =1#0 (f(0)=0#1=
= f(1).
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Twierdzenie Lagrange’a
Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja ciagla, rézniczkowalna na (a,b).
Wtedy Jec € (a,b) : f/(c) = M.

—a

Dowdd:

f(z) — (b) f(a)x Jest to funkcja ciagla na (a,b)

Zdefiniujmy funkcje g : (a,b) — R wzorem g(x) :=
) — f(b f(a)

i rézniczkowalna na (a,b), przy czym ¢'(z) = f'(z

b bf(a)—af(a)—af(b)+a bf(a)—af(db
9(a) = f(a) — SO @ ¢ _ bil@)0f(a)—0f®)+asa) _ bi(a)0f()

B g a . = g(a)=g(b).
g(b) = F(b) — f(bl)) i‘( )p — bf(B)=af( 2_Zf(b)+bf( a) _ bf(a g_a (b)
Czyli g spelnia zalozenia Rolle’a. Zatem 3 ¢ € (a,b) : ¢'(c) =
#(c)— f(b () Oﬁf/()_f(b)*f(a).

b—a

0, a wiec

Przykltad 125 Wykazemy, ze

Vk e (0,1) lim (n+1)F —nF=o0.
n—-—+00
W tym celu, dla ustalonego k € (0,1), rozwazmy funkcje f(z) = zF. Mamy f'(z) = ka*~1.
Na mocy twierdzenia Lagrange’a:
k__k
Vn €N 3, € (n,n+1) kck! = % = (n+ 1)k —nk,
E—1<0= (n+DF1 <t <nft = k(n+ 1) < (n+1)F —nP < knF~l iz twierdzenia

o trzech ciggach wynika teza.

Twierdzenie (Regula de I'Hospitala)
Niech f, g beda funkcjami spelniajacymi warunki

(la) lim f(2) = lim g(z) = 0, przy czym g(x) # 0 Vo € S(A);

r—A

(18) lim, f(2) € {00, 00} 5 lim g(z).

(2) Istnieje lll_r)r{lq chll((i; € RU{+o0, —00}.
Wtedy
lim M = lim f(z)

e—Ag(x)  a—A ()
gdzie A € RU {+00, -0}, S(A) oznacza sasiedztwo A, przy czym granice w punkcie moga by¢ obu-

9

stronne jak i jednostronne (wtedy S(A) oznacza odpowiednio obustronne lub jednostronne sasiedztwo
A).

UWAGA:

!/
x
Z faktu nie istnienia granicy lim f(z)
r—

A g (x)

f(z)

nie wynika, ze istnieje granica lim ——.
z—A g(x)




dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 5

1

Przyklad 126 f(z) = 2?cos i, lim f(z) = lim 2% cos — = 0,

. ) z—0 z—0 X
g(x) =sinz, lim g(x) = 0.

z—0
! 2xcos L 422 (—sind) - (=3 2 cos + + sin &
tim &) _ L S ) G £ T2 5 nie istnicje,
z—0 g'(x) -0 Cos T z—0 cos T

1 1
W przeciwnym wypadku istniataby granica lin% sin —, poniewaz lin% zcos— =01 lin% cosx = 1.
T— X T— X xr—
7 drugiej strony,
2 1 1
z z“cos = zcos= 0
limmz' —2 = Jim ——% = - =0.
z—0 g(,ﬁ) z—0 SInx r—(0 ST 1

2001 107 . 1002% 100
= 5] £ lim

Przykltad 127 lim
x—1 0

Inx

27 2% 1n 2 27 In”“ 2
Przyklad 128 lim — — [LOO] H oy 222 [LOO} H oy 202 [H’O} = +00
z—+oco 12 400 r—too  2x 400 r—+oo 2 2
1 _ 1
Przyktad 129 lim /z-lnz = [O(—oo)] = lim ¥ = [ﬁ} 2 Yim —5 = lim —2v/z = 0.
xz—0t z—0t —= +0o0 z—0t —= . —=—— -0t
NG z 2\/z

1 1 1 —t
Przyktad 130 lim (ctgr — — ) =[-0c0o+ 00| = lim (| — — — | = lim v-ter 101 H
z—0~ T z—0- \tgx z—0— xtgx

. 1—(1+tg?z) [0] H o —2tgz(1 +tg? ) 0_,
= lim = |=| = lim =-=0.
a—0- tgr +x(l+tg?z) L0 200 1+tg?z+1+tg?x+a-2tga(l +tg?x) 2
Inz
. lim zlnx 1 —o0
Przyktad 131 lim 2% = [0°] = lim ™" = ez—0" — olo(=00)] _ 20t o IFR 2
) z—07F z—07t
lim —%— lim —
— 0" 7%2 = emg(% ! =el=1.
5 lim zlIn (5C i 5)
xT z x [
Przyklad 132 lim (x * ) =[17°] = lim €™ (£3) er— =00 T —2" = ¢lmooll =
r——0co \px — 2 T——00
+5 z=2  z=2-2-5
i 1 (G2) T R = N (R
= Fmmee % = e[%] g exﬂioo _;12 = ez—>—oo (.’E + 5)(35 - 2) = 67.
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Definicja.
Niech f: X — R bedzie rézniczkowalna w punkcie zg € Dy.

Rozniczka funkcji f w danym punkcie ¢ nazywamy funkcje df (z¢) zmiennej Ax = z — zp zadana

wzorenn:

df (z0)(Aa) = f' (o) - Aa

OBSERWACJA

(obliczanie przyblizonych wartosci funkcji)
Af —df (xo)(Ax)
Az

f(zo+ Ax) = f(xg) + f'(x0) Az dla Ax = 0, przy czym Ahmo =0,

gdzie Af = f(zo + Ax) — f(z0).

Przyktad 133 Oblicz przyblizona warto$¢ wyrazenia cos(0, 02).
f(z) =cosx , xg =0, Ax=0,02, f(xo) =1, f'(x9) =—sin0=0.
Czyli cos(0,02) ~1+0-0,02 = 1.

Przyktad 134 Obliczy¢ przyblizong warto$¢ wyrazenia {,}E
f(.??) =e*, x9 =0, Az = _%7 f(l‘o) =1, f/(.%'0> =1

Czyli {%@ =fO0+ (-3 ~1+1-(-}) =1

Przyktad 135 Obliczy¢ przyblizong warto$¢ pierwiastka réwnania

3z —1
x

+Inx = 2,004.

Zauwazmy, ze funkcja f(z) = % +Inz dla x > 0 jest rosnaca (jako suma funkcji rosnacych), a zatem

odwracalna.

f()y=2=f12)=1.

Jla)=23t 4 =g+ => /1) =2

fla) =2,004 & 2= f71(2,004) = f~1(2) + (f71)(2) 0,004 = f~1(2) + 773y - 0,004 = 1+ 50,004 =
=1,002.

Definicja.

Pochodng rzedu n € N funkcji f w punkcie x¢ definiujemy indukcyjnie:
FO(z0) = f(x0),
F0 (o) = f' (o),

F (o) = (f®™V) (o).
Funkcje przyporzadkowujaca argumentowi z wartosé f(™ (z) n-tej pochodnej f w punkcie x nazywamy

n-ta pochodng funkeji f i oznaczamy przez f(™.

Definicja.
Funkcje f : X — R ktérej pochodna rzedu n jest funkcja ciagla nazywamy funkcja klasy C". Piszemy
wtedy f € C™(X).
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Funkcje f : X — R ktéra ma pochodne wszystkich rzedow nazywamy funkcja klasy C*°. Piszemy
wtedy f € C®(X).

OZNACZENIE ~ Male rzedy pochodnych oznaczamy rzymskimi cyframi: f/, ", f”, 1V, itd.
OZNACZENIE () (z0) = 8L (29) = D™ f (o).

OBSERWACJA
3£ (29) = 3r > 0V € V(x,r) istnieja wszystkie pochodne nizszych rzedéw tzn. £~ D(z), ..., f'(z).

UWAGA:

Implikacja w druga strone nie musi by¢ prawdziwa.

Przyktad 136

fay={ © e20 @ a0 SO ot
) = €Tr) = ,
r+1 , <0 1 ,2<0 f.(0)= lim 1=
z—0~
= f'(0) =1.

Czyli zaréwno f jak i f’ sa dobrze okreSlone i ciggte na R . Ale

., a0+ = f,(0) # f(0) =

1 em 7x>0 fi(o): lim ez:eoz 17
0 ,z<0 f'(0)= lim 0=

"

= f (0) nie istnieje.

Definicja.

Funkcje, ktéra ma pochodng rzedu n w punkcie xg nazywamy n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xg.

Definicja.

Funkcje nazywamy n-krotnie rézniczkowalna, jezeli jest n-krotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie

swojej dziedziny.

Przyktad 137 f(z) = cos®z,

f(x) =2cosx - (—sinz) = —2sinz cos & = — sin 2,

f(z) = —2cos 2,

" (x) = 4sin 2,

(@) = 8cos 2z,

fU(x) = —16sin2z itd.

Fatwo indukcyjnie udowodnié, ze £ (z) = { <_1);2n71 COS‘Q% dla n p‘arzystych ,
(—1) =2 -2""!sin2x, dla n nieparzystych

tub, 7e f)(a) = 2"~ sin(2o + (n + 1)3).
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Przyklad 138 f(x)=e",

f(z) =€" itd.
Latwo indukeyjnie pokazaé, ze f(%) (x)=e* VYneNVeeR.

Przyklad 139 f(x) =Inz,

(@) = =8 = 6271, itd.
Latwo indukcyjnie pokazaé, ze f((z) = (=1)"™' . (n— 1)1 2" Vn e N Vz € (0;+00).

Twierdzenie (wzér Leibnitza)

Jezeli f i g sa n-krotnie rézniczkowalne w punkcie xg, to iloczyn réwniez i zachodzi wzor:

(f - 9) ™ (x0) = Z ( " ) FOR) (20) - g (o) =

k
k=0
= [ (x0)g(x0) +nf"(xo)g (o) + ... + nf (w0)g™ 1 (wo) + f(z0)g"™ (o).

Przyktad 140 h(z) = cos?zInz = f(z)g(x), gdzie f(x) = cos’z, g(x) = Inx.
hIV( ) ( )fl\/( ) ( ) (éll )f”'(x)g’($)+ < ;’L ) f”($)g”(x)+< )f/( ) ///( )+

4 Przyklady 137 i 139
+<4>f(:v)gfv(:v) B
:80032x-lnx+16sin2$-%—1—1200823:';12—8sin2x-w—13—60052x~z—ﬂ.

Definicja.
Zalézmy, ze f jest funkcja n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xg.
Wielomian
!/ T 2 T n T
Po(a) = f(ao) + L (1|0)(x — z0) + f;,())(x N 72,0)(35 — )"

nazywamy wielomianem Taylora rzedu n funkcji f w punkcie xg.

Dla zy=0 wielomian ten nazywamy wielomianem Maclaurina.

Wyrazenie R, (z) = f(x) — P,—1(z) nazywamy n-ta reszta Lagrange’a.

Twierdzenie (Wz6r Taylora z reszta Lagrange’a)

Jezeli f € C"1((zg,z)) jest funkcja n-krotnie rézniczkowalna na przedziale (zo;x), to 3¢ € (zo; )
R, (x) = %(m — )", tzn.

f(@) = flzo) + L5 (2 — wo) + LG (w — wo)? + ..+ L0 (o — gyt 4 L2 (i — ),

UWAGA:

Powyzsze twierdzenie jest réwniez prawdziwe dla przedzialu (z;xg). Wtedy ¢ € (z; x0).

WNIOSEK  (Wzér Maclaurina)

Przy zalozeniach wzoru Taylora dla xy = 0 zachodzi dla pewnego ¢ € (0; x)

(n=1) (&)
F(z) = £(0) + (O)m + fQ(' )24 4+ f(n—l)(IO)mn_l 4+ n!( ) o
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Przyktad 141 f(z) =cosz, n=26

Wielomian Taylora w punkcie 7 :

Pﬁ(m)fcosg—i-_si#(x—%)—i- Sri(z— )2 + 3,2(90—%)3—1—60:12(95—%)4—1—_S;?“(a: )+
— COS
A @) =2 -2 (r- 1) - R -2+ R (- TP+ R 5 - R (- 1) — (2 5O

Wielomian Maclaurinas:

PG( )—COSO—F 7smO _'_fcoso 2+81n0 3+cosO 4+ 7smO 5+ fcoso 6_1_71. —|—24.734— 7%()%6

Przykltad 142 Policzy¢ pierwiastek z liczby Eulera /e z doktadnoscia do 0,01 oraz 0,001.

flx)y=¢€*, xy=0, =z= %

fM(z) =e® ¥YneN.

Ze wzoru Maclaurina:

Je=er =+ f, %+ DP9+ (Y)', gdde ce (0,1) C (051).
| Ra(3)| = ’

o
T < o <zem =18 < W0
T
c<1
Ve=f(3)~Ps(y) =145+ 5+ 35 =135 = 1,6458(3).
Czyli /e = 1,65 z dokladnoscia do 0, 01.

Analogicznie:
N et A NSO MONT NOMET )
1 ¢ (1\° 3 _ 1 1
| Rs(3) & (3) ‘ 5035 < 34033 — 1380 < T000"

2
<
T
c<1

Ve=F(3) = Pu3) =1+ 545+ 55 + 357 = 1551 = 1,6484375.
Czyli /e = 1,648 z dokladnosm@ do 0,001.
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8 BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI

Definicja.
lewostronna

prawostronng, wykresu funkcji f jesli

Prosta © = a jest asymptota pionowa

lim f(z) € {+00, —00}.

xr—

a—
at

\“-,___
o
-

Rysunek 1: Asymptota pionowa lewostronna

.
b

Rysunek 2: Asymptota pionowa prawostronna

Definicja.

Prosta x = a jest asymptotg pionowa wykresu funkcji f jesli jednoczeénie jest asymptota pionowsg

lewostronng i prawostronnag.
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.
b

Rysunek 3: Asymptota pionowa obustronna

OBSERWACJA

Funkcja ciggla moze mie¢ asymptoty pionowe jedynie na krancach przedzialéw okreslonosci.

Przyklad 143 f(z) = 3222

T+7 "
Dy = (—o00; —=T)U(—T7;400) i funkcja jest ciggla = moze mie¢ asymptote pionowa jedynie dla x = —7.
3x—2 —-23
L 7 [07—} = e
o= 3%‘—& 9 —93 = x = —7 jest asymptota pionowa wykresu f (obustronna).
im = |55 ] = o0
r——T7t x + 7 0+

Przyklad 144 f(x) = 25 (patrz przyktad 70).
lim+ 2 = 400, lim 2% =0=2=0 jest asymptotg pionows prawostronng wykresu funkcji f, ale
z—0 z—0~

nie lewostronna.

Dla z # 0 f jest ciagta, wiec innych asymptot pionowych nie ma.

h)ll |

]
=

-

Rysunek 4: Wykres f z przyktadu 144
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UWAGA:

Funkcja moze mie¢ nawet nieskonczenie wiele asymptot pionowych.

Przykltad 145 f(z) = ctga.
Vag € R\{k7 : k € Z} hm+ ctgxr = +oo, lim ctgax = —oo. Czyli proste x = km, k € Z sa asympto-

T T—T(

tami pionowymi funkcji ctg.

Definicja.
Prosta y = a jest asymptotg pozioma wykresu funkcji f,

jesli lim f(x) =alub lim f(z)=a.
r—+00 r——00
OBSERWACJA
Aby funkcja mogta mie¢ asymptote pozioma musi by¢ okreslona w pewnym sasiedztwie +o0o lub —oo.
UWAGA:

Funkcja moze mie¢ co najwyzej dwie asymptoty poziome w +o00 1 —oc.

Przyktad 146 f(x) = arctgz.

li arct T = T
im arctgr = — = —
T—~+00 & 2 y 2

jest asymptota pozioma wykresu funkcji f w +o0.

li tgr = —= =y = ——
AL AT = Ty T Y= Ty

jest asymptota pozioma wykresu funkcji f w —oo.

-

Rysunek 5: Wykres funkcji arctg

Przyktad 147 f(z) = /x.
Funkcja nie jest okre$lona dla z < 0, wiec nie ma asymptoty poziomej w —oo.
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lim /z = +00 = brak asymptoty poziomej w + oo.

T——+00

UWAGA:

Wykres funkcji moze przecina¢ swoja asymptote nawet nieskonczenie wiele razy.

Przyklad 148 f(z) = Sz,
1 < sinx < 1

RED @ |z]

T — Foo | lz— o0
0 0

sinx sinx

Zatem, lim =01 lim
T—+00 x LT——00 x .o . . . ,
Czyli prosta y = 0 jest asymptota pozioma wykresu funkcji f w 400 1 —oco i ma z nim punkty wspodlne

postaci {(km,0): k€ Z\{0}}.
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Definicja.

Prosta vy = axr + b, «a #* 0 jest asymptota ukosng wykresu funkcji  f, jesli
lim (f(x) —ax —b)=01ub lim (f(z)—azx—>b)=0

r——+00 r——00

OBSERWACJA

Aby funkcja mogla mie¢ asymptote ukosng musi byé¢ okredlona w pewnym sasiedztwie +oo lub —oo.

UWAGA:
Funkcja moze mieé¢ co najwyzej dwie asymptoty uko$ne w +o0o i —oo, przy czym nie moze mieé jed-

noczesnie asymptoty ukos$nej i poziomej w +o00 ani —oo.

OBSERWACJA
Prosta y = ax + b jest asymptota ukosna wykresu funkcji f w [T <

& a= lim f(x)ib: lim (f(x)— ax).

e hbed I o= 1]

Przykltad 149 f(z) =z -sinx.

Funkcja ta nie ma granicy w 400 ani —oo, wiec jej wykres nie ma asymptot poziomych.

. flx) flx) . .
lim ——= = lim sinz nie istnieje i lim “——= = lim sinx nie istnieje,
r—+oco X r——+00 r——00 I r——00

wiec wykres funkcji f nie ma asymptot ukosnych.

Przyktad 150 f(z) = vz?—1.
Dy = (—o00;—1) U (1;00).

1
f(CC) = m = |.’E| 1-— 3312. Poniewaz lim ‘Q}| =400 1 lim 1— — = 1’
r—F00 r—400 T

wiec hrf f(x) = 400 i wykres funkeji f nie ma asymptot poziomych.
T— 00

) T ) 1 >0 s [ 1
lim & = lim - lim
r—4o00 I T——400 x ac—>+oo x—>+oo

lim (f(z) —a1z) = lim V2?2 —-1—2 = [c0— 9]

Tr—-+00 r—-+00
lim 22 —1— g2 . -1 [ -1 } 0—b
= 11m = 1m = = = .
T—+00 4/ ViZ—1+x ootoyzZ_14z +00 !

Czyli prosta y = x jest asymptota uko$na wykresu f w +oo.

. . voe—1 2 -1 x<0 li - 1 . 1
lim —* = lim lim —4/1— — ==
xr— —00 €T Tr— —00 I—» oo Tr— —0o0 €T

lim (f(z) — agz) = hm Vaz—14z = [oo— x]
r——00
2 2"
z—-1—x -1 -1
= lim ——— = lim = =0 = bo.
z——o0 /g2 —1—x @o-o\z2-—1—u [—FOO} ?
Czyli prosta y = —x jest asymptota ukosng wykresu f w —oo.
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Rysunek 1: Wykres f z przyktadu 150

Przyktad 151 f(x) = z + sin(z).

lim f(z)=+o00, bo z+sinz>z—-1-— 400
z—+00 _ = f nie ma asymptot poziomych.
S

lim f(z)=—o0, bo z+sinz<z+1-— —00
r——00
L (R B
r—too I x—300 x r—+00 x =
lim (f(z) —az) = lim (z+sinz —x)= lim sinz nie istnieje
x—+o00 x—+00 T—Fo00

= f nie ma asymptot ukosnych.

Przyktad 152 f(z) = /x.
Wykres f nie ma asymptot poziomych (patrz przyklad 147),
—f(:U) = lim @ L

ale lim = lim —=0
r—400 X r—400 I x—»-l—ooﬁ

= wykres f nie ma asymptot ukoénych.

Twierdzenie (Warunki wystarczajace na monotonicznosé funkeji )
Niech I bedzie przedziatlem, f : I — R funkcjg rézniczkowalna.
JezeliVx € I :

(1) f'(z) = 0= f jest stala na I.

(2) f'(z) > 0= f jest rosnaca na I.

(3) f'(x) > 0= f jest niemalejaca na I.

(4) f'(x) < 0= f jest malejaca na I.



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 4

(5) f'(x) < 0= f jest nierosnaca na I.

UWAGA:

(6) JesliVz € I f'(x) > 0= [, ale zbiér {x € I: f'(x) =0} jest skonczony = f jest rosnaca na I.
(7) Jeslive € I f'(x) <0 = f, ale zbiér {z € I f'(x) = 0} jest skonczony = f jest malejaca na I.

Dowdd:

Bierzemy x1,x2 € I takie, ze 1 < x9.

7 tw. Lagrange’a:

Jesli K = (x1,x2), f jest ciagta na K i rézniczkowalna na (z1, x3),
to dc e (z1,22): f'(c) = fle2)=f(@1)

T2—71

Ad (1) ceI= f'(¢)=0= f(x2) = f(x1) = [ jest stala na I.

Ad (2) celI= f'(¢c)>0= f(z2) > f(xz1) = [ jest rosnaca na I.
Ad (3) cel= f'(¢) >20= f(x2) > f(x1) = [ jest niemalejaca na I.
Ad (4) ceI= f'(¢) <0= f(x2) < f(x1) = [ jest malejaca na I.
Ad (5) ceI= f'(¢) <0= f(z2) < f(x1) = [ jest nierosnaca na I.
Ad (6) cel= f'(c) > 0= f(x2) > f(x1)

Gdybysmy jednak przyjeli f(z2) = f(x1), to poniewaz f jest niemalejaca na K, to f bylaby stala na
K i jej pochodna byltaby réowna 0 na K, co bytoby sprzeczne z zatozeniem,
ze zbior {x € I : f'(x) = 0} jest skonczony. Stad f(x2) > f(z1) czyli f jest rosnaca na I.

Ad (7) Dowéd analogiczny jak dowdd (6).

Przyktad 153 f(z) =1, Dy = (—00;0)U (0;+00).

flla)=-2%<0, Vz#0

f jest malejaca w kazdym z przedzialéw (—oo;0) i (0; +00).

Nie jest jednak malejaca w ich sumie (—o0;0) U (0; +00) , bo np. —1 < 1,
ale f(-1) =L =-1<1=1=f(1).

Przyktad 154 f(z) = 23
f'(x) =322>0, VexeR, przy czym f'(z) =0 2 =0,

wiec f jest rosnaca w calej swojej dziedzinie.

Przyktad 155 f(z) =sinz.

f(x) = cosz.

fl(x) >0 cosze >0« 3ke€Z, xc(—%5+2km7+2kr)-w tych przedziatach
funkcja rosnie.

fl(z) <0&cosz <0 Ik e€Z, € (5+2km 3 +2kn) - w tych przedzialach

funkcja maleje.
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Definicja.

Funkcja f: X — R ma w punkcie ¢ € Dy:

— slabe maksimum lokalne, jezeli 3r >0 V€ S(xg,r) f(x) < f(xo);
— slabe minimum lokalne, jezeli 3r >0 Vo € S(zg,r) f(z) > f(x0)-

Jezeli f ma w punkcie xg stabe maksimum lub minimum lokalne, to méwimy, ze ma w punkcie xg

stabe ekstremum lokalne.

—2x+1, z< -2
Przyktad 156 f(z) =|z—3|+ |z +2| = 5, —2< <3
20 — 1, x>3

Vxg € (—2,3)  xg jest stabym maksimum lokalnym funkcji f.
Vag € (—2,3)  x¢ jest stabym minimum lokalnym funkcji f.

w

Rysunek 2: Wykres f z przyktadu 156

Definicja.

Funkcja f : X — R ma w punkcie zg € Dy:

— maksimum lokalne, jezeli Jr >0 Vo€ S(zo,r) f(z) < f(zo);
— minimum lokalne, jezeli Jr >0 Vo e S(xo,7) f(x)> f(xo).

Jezeli f ma w punkcie g maksimum lub minimum lokalne, to méwimy, ze ma w punkcie xzg

ekstremum lokalne.

Przyktad 157 f(z) = ||z| —2| — 1.

f ma w 0 maksimum lokalne, a w —2 i 2 minimum lokalne.
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Rysunek 3: Wykres f z przyktadu 157

Twierdzenie FERMATA  (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg i ma w tym punkcie stabe ekstremum lokalne, to

f'(z0) = 0.

Dowdéd:
Zal6zmy, ze f ma w punkcie xg stabe maksimum lokalne (w przypadku stabego minimum lokalnego
dowdd jest analogiczny).

To oznacza, ze dla h bliskich 0 mamy f(zo + h) < f(xo)

fﬁr(fﬂo) _ hlir& f(l'o + h})L — f(xo) f(a}() + h})b — f(xo) 0.

f jest rézniczkowalna w punkcie g = 0 < f’(x0) = f'(z0) = fi(x0) < 0= f'(z09) = 0.

<0 oraz  f'(zg) = lim
h—0—

OBSERWACJA
Funkcja moze mieé¢ stabe ekstremum lokalne (ale nie musi!) w punktach, w ktérych pochodna jest

réwna 0 lub nie istnieje.

Przyktad 158 f(z) = 22
f(z)=2z=0<2=0.

f ma w 0 minimum lokalne.
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Rysunek 4: Wykres f z przyktadu 158

Przyktad 159 f(z) = 23
fl(z)=322=0<2=0.

f nie ma w 0 ekstremum.

Rysunek 5: Wykres f z przyktadu 159

Przykltad 160 f(x) = |z|
. o , 1 ,z>0 ,
f jest rézniczkowalna Va # 0, przy czym f'(z) = ) 0 wiec f'(z) #0, YV #0.
-1 , <

fi(0)=1+# —1= f"(0) = f/(0) nie istnieje. f ma w 0 minimum lokalne.

Przyktad 161

2

z¢ ,x20
o]

z ,x<0

2¢ , x>0
f jest rézniczkowalna Va # 0, przy czym f'(z) = f “ 0 wiec f'(x) #0, Yo #0
Lz <

fi(0) =0+# —1= f.(0) = f'(0) nie istnieje. f nie ma w 0 ekstremum.
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-

Rysunek 6: Wykres f z przyktadu 160

b

Rysunek 7: Wykres f z przyktadu 161
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Twierdzenie (I warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)

Jezeli Ir > 0 f jest rézniczkowalna w S(zp,r) i ciagta w punkcie g, to:

(1) Vz € S~ (xg,7) f'(z) >0 oraz Vo € St(zo,r) f'(z) <0 = f ma w punkcie xp maksimum
lokalne;

(2) Vo € S~ (xg,7) f'(x) <0 oraz Vx € ST(xo,7) f'(z) > 0 = f ma w punkcie zo minimum

lokalne.

Dowod:

Ad (1) Vx € (zo —r,2z0) f'(x) > 01 f ciagla w 29 = f rosnaca na przedziale (zg — r, o).
Vo € (xo, o+ 1) f'(x) <0 1 f ciagla w xo = f malejaca na przedziale (xg — r, z9).
Jedli wezmiemy x € S(xo,7), to

(
(
Czyli f ma w punkcie xg maksimum lokalne.
Ad (2) Dow6d analogiczny jak dla (1).

albo x < g 1 wtedy f(x) < f(x0), bo f rosnaca na (zo — r,z¢);

albo z > xg 1 wtedy f(x) < f(zo), bo f malejaca na (zg,zo + r).

Przyktad 162 f(z) = 22> (poréwnaj przyklad 158).
fiw) =2z, [f(0)=0
r<0= f(z) <0 = f ma minimum lokalne w 0.
z>0= f'(z) >0

Przyklad 163 f(z) =2° (poréwnaj przyklad 159).
'(x) =322, f(0)=0
f(z) v 1(0) = f nie ma ekstremum w 0, bo jest rosnaca.
r#0= f'(z) >0
Twierdzenie ( II warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Jezeli Ir > 0 f ma ciagla n-ta pochodna na V' (xg,r),
przy czym f'(zo) = f"(x0) = --- = f*"D(xq) = 0, to:
(1) n jest liczba parzysta i £ (zg) < 0 = f ma w punkcie 2y maksimum lokalne.
(2) n jest liczba parzysta i £ (xg) > 0= f ma w punkcie 29 minimum lokalne.
(3) n jest liczba nieparzysta i f (n) (z9) # 0 = f nie ma ekstremum w punkcie x.

Dowod:

Ad (1)  f™(x) < 01 f™ jest funkcja ciagla na V(zg,r) = I’ < r Vo € V(zg,7) fM(z) <0
(z tw. o lokalnym zachowaniu znaku).

f spelnia zalozenia tw. Taylora na V (zg,7’), wiec dla kazdego = € S(xq, ')

f(@) = flao) + LG22 (2 — 20) + ..+ L0 (4 — o)t 4 L2 (i — o) =

f(zo) + %(x —x0)", dla pewnego ¢ € (zg,x) lub ¢ € (z, ).

Poniewaz ¢ € S(zo, 1), wiec f(™(c) < 0. Poniewaz n jest parzyste, wiec (z — )" > 0.

. (n)
Oczywiscie n! > 0, zatem fT,(c)(

x—1x0)" < 0= f(xr) < f(xg), co oznacza, ze w punkcie z¢ f ma
maksimum lokalne.
Ad (2) Dowdd analogiczny jak dla (1).

Ad (3) f(x) = f(zo) + L2€ (x — 20)", F(x0) # 0, wiec mozna zalozyé, ze ) (z) > 0 (gdy

n!
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™ (20) < 0 dowdd analogiczny).

Podobnie jak wezesniej, z tw. o lokalnym zachowaniu znaku f() (z) > 0 w pewnym sasiedztwie punktu
g, czyli f™(c) > 0.

n jest nieparzyste, czyli (z — x9)" > 0dlaxz > 29 i (x —29)" < 0 dla x < 29 = %(w —xz0)" >0
dla z > xg i %(:p—xo)”<0dlax<xo.

To oznacza, ze f(x) > f(zo) dla z > 201 f(z) < f(xo) dla x < xg.

Czyli w punkcie xg brak ekstremum.

Przyklad 164 f(z) = sin*z.

f'(x) = 4sin®zcosx = f/(0) = 0.

f"(z) = 12sin® x cos® x — 4sin* z = f”(0) = 0.

f"(z) = 24sinz cos® x — 24 sin3 2 cos x — 16 sin® x cos x = 24 sin x cos®  — 40sin® xcosz = " (0) = 0.
f1V(x) = 24 cos* x — 72sin? v cos? x — 120sin? x cos? z + 40sin* x = f1V(0) = 24 > 0.

Czyli f ma w 0 minimum lokalne.

Przyktad 165 f(z) = In3z.

fl(z)=3Wn%zl = f(1)=0.

f'(z) =6lnat — 3%zt =322 —Inz) = (1) = 0.
f" () =32=22L (2 —Ing) — 3 = (1) =6 # 0.

Czyli f nie ma w 1 ekstremum lokalnego.

Definicja.
Funkcja f ma w punkcie xg € Dy:
~maksimum globalne, jezeli Vax € Dy  f(x) < f(zo).

~minimum globalne, jezeli Vz € Dy  f(x) > f(zo).

Jezeli f ma w punkcie xyp maksimum lub minimum globalne, to méwimy, ze ma w punkcie xg

ekstremum globalne.

Przyktad 166 f(z)= |z| ma w 0 minimum globalne, bo Vx € Df |z| > 0= |0].

W Zadnym punkcie nie ma natomiast maksimum globalnego, bo lirf |z| = 400.
T—1T00

Przykltad 167 f(x) = arccosz ma w —1 maksimum globalne, a w 1 minimum globalne, bo

Vo € Dy = (—1,1) arccos 1 = 0 < arccosz < 7 = arccos(—1).

Przyktad 168 f(z) = sinz ma w punktach —§ 4 2k7 (k € Z) minimum globalne réwne —1,
a w punktach § + 2km (k € Z) maksimum globalne réwne 1.

Przyktad 169 f(z) = tgx nie ma ekstreméw globalnych, bo

lim tgz = +o0, a lim tgz = —oo.

Przyktad 170 f(z) = arctgr nie ma ekstreméw globalnych, bo W; = (-3, 7) jest przedzialem

: . . L e omem
obustronnie otwartym (w zadnym punkcie f nie osiaga wartosci —7 ani 7).
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UWAGA:
Kazde ekstremum globalne jest zarazem ekstremum lokalnym, ale implikacja w druga strone nie musi

by¢ prawdziwa.

Przyktad 171 f(z) = 2% — 3.
fl(x) =322 -3 =3(z—1)(x +1).

Rysunek 1: Znak f’ z przyktadu 171

f ma w -1 maksimum lokalne f(—1) = 2.
f ma w 1 minimum lokalne f(1) = —2.

Ale f nie ma ekstreméw globalnych, bo lim f(z) =+o00 i lim f(z)= —oc.
T——+00 r——00

Z tw. Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw wynika, ze funkcja ciagta na przedziale (a, b)
przyjmuje w tym przedziale maksimum globalne i minimum globalne.

Aby je znalezé postepujemy wedlug nastepujacego algorytmu:

(1) Znajdujemy zbiér Z = {z € (a,b) : f'(z) =0}

oraz zbiér N = {z € (a,b) : f'(x) moze nie istnie¢},

(2) Liczymy wartosci funkcji f dla kazdego elementu zbioru Z U N U {a, b},

(3) Poréwnujemy policzone wartosci.

Najwieksza z nich to maksimum globalne, a najmniejsza to minimum globalne.

Przyktad 172 Znalezé ekstrema globalne funkcji f(z) = |22 — 3|e® na zbiorze (—4,2).
fla) = { (3—2%)e*, z € (—3,V3)
(22 —3)e”, x € (—4,—/3)U(V/3,2)
oo ) (2?2204 3)e”, we(—V3,V3)
fla) = { (22 + 2z — 3)e*, z € (—4,—V3)U(V3,2)
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Rysunek 2: Wykres f z przyktadu 171

o) = { —(z—1)(z +3)e*, z€(—V3,V3)
(x—1)(z+3)e*, x€(—4,—V/3)U(V3,2)
Z ={x € (—4,2): f'(x) =0} = {-3,1}.
N ={z € (-4,2): f'(z) moze nie istnie¢} = {—/3,1/3}.
ZUNU{—4,2} ={-4,-3,-3,1,V3,2}.
F(—4) = 18¢7, f(=3) = 6%, f(—V3) = F(V3) =0, f(1) = 2, [(2) = ¢
Czyli f przyjmuje maksimum globalne réwne e? w punkcie 2, a minimum globalne réwne 0 w punktach

—V3iv3.

Przypomnijmy ze szkoty:

OBSERWACJA

Roéwnanie prostej przechodzacej przez punkty (x1,y1), (z2,y2) takie, ze 1 # x2 ma postacé:

v = B

z—z1)+y ‘

Niech a < b.

Definicja.

Funkcje f: (a,b) — R nazywamy:

~wypukla , jezeli Vzq,x2 € (a,b) Va € (0,1)
flazy + (1 — a)xz) < af(x1) + (1 — ) f(x2);
—~wklesla , jezeli Vxi,x2 € (a,b) Va € (0,1)
flaxy + (1 —a)zz) > af(z1) + (1 — ) f(z2).
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e o
il
ka1

—
4 3 -3
Rysunek 3: Wykres f z przyktadu 172

Twierdzenie Funkcja f : (a,b) — R jest:
—wypukla , jezeli Vzq,x9 € (a,b) takich, ze x1 < o
Vo € (11,22) flo) < LLE gy 4 f(an);

—wklesta , jezeli Vxi,x9 € (a,b) takich, ze x; < x2
Vo € (z1,20) flz) > L£8D=I@) 0 2y 4 #(29).

To2—T1

UWAGA:
Funkcja jest wypukta, jezeli odcinek dowolnej siecznej jej wykresu miedzy punktami jej przeciecia

z wykresem funkcji lezy nad tym wykresem, a wklesta, jesli lezy pod wykresem funkcji.

Twierdzenie ( Warunki wystarczajace wypuklosci i wklestosci)
f"(x) >0
f(x) <0

8

wypukia

Jezeli f : (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna i Va € (a,b) ,to f jest

wklesta

UWAGA:

Implikacja w druga strong nie musi by¢ prawdziwa.

2% x>0

Przykiad 173 f(z) = 2%l = .
Y /(@) { 27 <0

f,(x):{ 22, x>0

—27%In2, z<0
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A
_ ]
f(xX,) +
(x2) SIECZNA
f(X,) +
a X, X, b
Rysunek 4: Wykres funkcji wypuklej
A
f
f(xy) +
f(Xy) +
a X, X, b

Rysunek 5: Wykres funkcji wklestej

27 1n% 2, >0
f(x) = St
27%In*2, x<0
f nie jest rézniczkowalna w 0, ale jest wypukla na R.

Przyklad 174 f(z)= %, f'(z)=—-2, f'(2)=5 >0, Vo #0.
f jest wypukla w przedzialach (—o0,0) oraz (0,+00).
Nie jest jednak wypukta w sumie tych przedziatéw, bo

np. odcinek taczacy punkty (—1,1) i (1,1) nie lezy nad wykresem f.

Przyklad 175 f(z) =1, f(x)=—2, f'(z)=3.
z € (—00,0) = f"(x) < 0= f wklesla.
z € (0,4+00) = f"(z) >0 = f wypukla.
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A

Rysunek 6: Wykres funkcji z przyktadu 173
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Definicja.

Niech f: X — R bedzie okreslona i rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu zg € Dy
(dopuszczamy przypadek nieistnienia pochodnej w punkcie xg, ale przy zalozeniu, ze

hm+ f'(x) € {+00,—00} oraz lim f'(z) € {400, —00}).

I‘Axo I—ﬁﬁo

Punkt (xg, f(z0)) nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji f, jezeli 3r > 0

f jest wypukla na (z¢ — r,zp), a wklesta na (xg,zg + r), albo na odwrét.

f
STYCZNA

/_—STYCZNA STYCZNA

7‘/ f(x,)
|
|
t
X

Rysunek 1: Punkty przegiecia

v
v

Rysunek 2: Brak punktéw przegiecia

Twierdzenie (Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia)
Jesli f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie zyp i ma w punkcie (xq, f(xg)) punkt przegiecia
= f”(Io) = 0.

UWAGA:

Implikacja w druga strone nie musi by¢ prawdziwa.

Przyklad 176 f(z) = 2%, f/(z) = 423, f"(z) = 1222 = 0 & 2 = 0, ale punkt (0,0) nie jest

punktem przegiecia wykresu funkcji f.

Twierdzenie ( Warunek wystarczajacy istnienia punktu przegiecia)
Niech f : X — R bedzie okreslona i rézniczkowalna w pewnym otoczeniu xg € Dy, f jest réznicz-
kowalna w punkcie () oraz funkcja f” jest okreslona w pewnym sasiedztwie punktu z( i zmienia

w nim znak (z ”+4” na ”-”, lub na odwrét).

v
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Wtedy (xo, f(x0)) jest punktem przegiecia jej wykresu.

Przyktad 177 f(x) 4 (patrz przyktad 176)

=X s
f"(x) =122%, f”(0) =0, ale f” nie zmienia znaku w 0.

Przyktad 178 f(z) = &',
f’(l’) = - (:c22—f1)2’

o 2(2241)2—22-2(22+1) 2z 6(”“_%) (I+%) _ _ 1 _ 1
file) == EEm =Ty S 0er=—p Vr=15

f jest wypukta w przedziatach (—oo; —%) oraz (%, —i—oo), a wklesta w przedziale (—%; %)

. N 1
V3 V3

Rysunek 3: Znak drugiej pochodnej funkcji z przyktadu 178

Punkty (— ! ;%) i ( ;%) sa punktami przegiecia jej wykresu.

3
4

SCHEMAT BADANIA PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI f: X — R

. Dziedzina funkcji.

. Miejsce zerowe i wartos$¢ w 0.

. Granice funkcji na koncach przedzialéw okreslonosci, asymptoty.
. Pierwsza pochodna, monotonicznosé i ekstrema.

. Druga pochodna, wklestos¢, wypuktoéé i punkty przegiecia.

. Tabelka znakéw f’ i f” oraz schematyczny przebieg funkcji f.

. Wykres funkcji.

0 N O Ol R W NN

. Zbiér wartodci funkeji Wy .
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A

punkt przegiecia punkt przegiecia

N

Rysunek 4: Wykres funkcji z przyktadu 178

UWAGA:
1) Kolejnos$é powyzszych punktéw mozna oczywiscie zmienié.
( jnos¢ powyzszych p y
(2) Funkcje mozna badaé réwniez pod katem parzystosci i nieparzystosci, okresowosci, ciaglosci itp.
3) Zbior wartosci Wy warto zostawi¢ sobie na koniec - wtedy odczytuje sie go tatwo z wykresu.
f

(4) Punkt 6. nie jest niezbedny przy sporzadzaniu wykresu, ale moze byé¢ pomocny.

Tabelke sporzadzamy nastepujaco :

(a) W pierwszym wierszu umieszczamy argumenty w kolejnosci rosnacej od inf Dy do sup Dy, zazna-
czajac w kolejnych kratkach punkty charakterystyczne dla f, konce przedziatéw okreslonosci, punkty
nieciaglosci, ekstrema lokalne i punkty przegiecia, a takze przedzialy okreslonosci pomiedzy tymi punk-
tami.

(b) W drugim wierszu zaznaczamy znak f’ wpisujac +, -, 0 lub X (gdy f’ nie istnieje).

(c) W trzecim wierszu robimy to samo dla f”.

(d) W czwartym wierszu pod pojedynczymi argumentami wpisujemy wartosci f w tych punktach,
a pod przedzialami rysujemy schematyczny wyglad wykresu funkcji f przy pomocy strzaltek, na kté-
rych koncach ewentualnie zaznaczamy granice jednostronne funkcji f w jej punktach nieciaglodci.

Strzalki te wygladaja nastepujaco :

DT+ - [-
WEIENERE
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1

Przyktad 179 Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji f(z) = e1-=2.

(1) Dy =R\ {~1,1} = (—00,~1) U (=1,1) U (1, +00).

(2) f nie ma miejsc zerowych (bo funkcja wykladnicza przyjmuje tylko wartosci dodatnie)
1

f(0) =e1-0% =e.

(3)

)
lim et-22 =elo"]l =[] =0
——1- s :
x ) . ] = x = —1 jest asymptota pionowa prawostronna f.
lim+ el-22 = elo [et%°] = 400
rz——1

—1- o . .
r L [ 0 } = x = 1 jest asymptota pionowsg lewostronna f.
lim+ er=22 =elo=] =[e7*] =0
rz—1

= wykres f nie ma asymptot ukosnych.

_1
(4) f'(z) =er==* - (1_2;62)*2-

Rysunek 5: Znak pierwszej pochodnej funkcji z przyktadu 179

f jest malejaca w przedziatach (—oo, —1) i (—1,0). f jest rosnaca w przedziatach (0,1) i (1,4+00).

f ma minimum lokalne w 0,  f,:n(0) = e.

1 2 2)2 2 1
" — o1 22 2z 2(01—2?)°+22-2(1—2*)2x | _ ==  4a?42-42242:*48x2—8z* _
(5) f'(x) =e? : [(( ) + 1—22)4 =e!l . (1—22)3 =

1
=el-=2? . % = znak f" zalezy tylko od znaku wielomianu W (z) = —6z* + 822 + 2.

Sprowadzamy wielomian z licznika do postaci iloczynowe;j:
W(r) = —62* + 822 +2 =0
t=a?= —6t*+8t+2=0

A=64+48 =112 = VA =112 = 47

t1 = _8__142\ﬁ = 2+3ﬁ >0
to = _8j142ﬁ = 2_3ﬁ <0
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W(z) = —6(t —t1)(t — t2) = —6(2* — t1)(2® — t2) = —6(2® — t2)(z — V1) (z + V).
ffx)y=0W(x)=—Vt1 V z=+/t.
Zauwazmy, ze \/t1 > 1, a —/t; < —1 Vit ~ 1,55
+ | + + .
_ Ak |1 1| &, _
Rysunek 6: Znak drugiej pochodnej funkcji z przyktadu 179
f jest wklesta w przedziatach (—oo, —/t1) i (v/T1, +0).
[ jest wypukta w przedziatach (—v/f1,—1) , (—1,1) i (1,/#1).
1
JVA) = f(—VID) = e70 = 1257 — e ~ 0,16,
(Vt1, f(Vt)) i (=v/t1, f(=vt)) sa punktami przegiecia wykresu f.
(6)
X (_007_\/5) _\/E (_\/E7_1> -1 (_170) 0 (071) 1 (17\/t>1) \/E (\/Ev +OO)
)
i - Lo+ x|+ T+ +
77
f70 - [0 + |x F |+ +|x + 0 -
f 1 6173\ﬁ N 0 +o\ | O Jtoo X o v 1
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(7)

Rysunek 7: Wykres funkcji z przyktadu 179

(8) Wy =(0,1) U (e, +00).
Z wykresu f mozna tez zau}?vaZyé, ze f jest funkcja parzysta.
Rzeczywiscie, f(—xz) = e'-(-»° =e1- = f(x) Vo € Dy.
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9 CALKA NIEOZNACZONA

I C R przedzial.
f: I — R funkcja.

Definicja.
Funkcje F': I — R spelniajaca warunek
F'(x)=f(zx) Vzxel

nazywamy funkcja pierwotna funkcji f.

Twierdzenie
Niech F' : I — R bedzie funkcja pierwotng funkcji f. Wtedy kazda funkcja G : I — R zadana
wzorem G(z) = F(z)+ C Vx € I, gdzie C € R jest réwniez pierwotna funkcji f i wszystkie jej

pierwotne sa takiej postaci.

Twierdzenie

Jezeli f jest funkcja ciagla na przedziale I, to ma funkcje pierwotng na tym przedziale.

Przyklad 180 Funkcja F(z) = sinz jest funkcjg pierwotna funkeji f(z) = cosx.
Inna funkcja pierwotna do f jest np. funkcja G(z) = sinz — 15.

Przyklad 181 Wszystkie pierwotne funkcji f(z) = 42® —z + 2 sq postaci F(z) = 2* — 222+ 22+ C,
gdzie C € R.

o g . : 5, gdyxz >0
Przyktad 182 Funkcja pierwotna funkeji f(x) = |z| jest np. funkcja F(x) = 2
-5, gdyx <0
1, gdyx>0
Przyktad 183 Funkcja sgn x = 0, gdyx =0 nie ma pierwotnej w dowolnym przedziale za-
-1, gdyz<0
wierajacym O.
Gdyby F' byta pierwotng funkcji sgn, to spetniataby warunki:
C, dy z >0
Flz) = z + gdy x ‘
—x+4+C, gdyx <0
Wtedy prawostronna pochodna F’ (0) = 1, a lewostronna pochodna F’ (0) = —1 i F nie miataby

pochodnej w 0.
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Definicja.

Calka nieoznaczona funkcji f nazywamy rodzing wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f.

/f($)dx:F(x)+C, gdzie C € R i F'(z) = f(x).

Definicja.

Funkcja catkowalng nazywamy funkcje, ktéra posiada pierwotna.

Zbior funkcji catkowalnych na przedziale I bedziemy oznaczaé S(I).

Twierdzenie
Niech f' € S(I). Wtedy
/f’(x)da: = f(x)+C, gdzie C €R.

UWAGA:

Funkcja pierwotna funkcji elementarnej nie musi by¢ funkcja elementarna.
Np. /Sig‘rda:, /e‘xzdl‘, /cos(a:Q)da:, /lnlxdx nie sg funkcjami elementarnymi.

OZNACZENIE
fdz [ f(x)
i@ = g

[ia= [1as

PODSTAWOWE WZORY RACHUNKU CALKOWEGO:

° /de_C;

° /x"dx:f:_:—kc, n#-—1, x>0;

n:0:>/1dx:/dx:x—|—0;

n:—éé/\}idac: %:2\/5—1-0;

n——2:>/m12dx— d—x*—%+0;

2 T

n—1:>/xdac—r22+0;

. /idm:/‘f:ln|x|+0;

° /a””dw— @ L0, a>0,a#l;

~ Ina

a:e:/ezdx:ex—i-C;
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° /cosxda: =sinz + C

° /sinxd:r = —cosx + C;

° /0052 =tgz +C;

o/,d§ = —ctgx + C;

sm- x

\/% = arcsinx + C = — arccosx + D;

° /wdil = arctgx + C = —arcctge + D.

Twierdzenie (Liniowo$¢ calki nieoznaczonej)

f, geSI), ceR.
/ (f(x) + gla))dz = / f(x)d + / o(x)d;

/cf(x)dx = c/f(a:)dw

UWAGA:
Jedli f, g € S(I), to przewaznie

O [r@g@ds # [ s g

f(z)dz

® /g(x 7 /g(:v)dx
Przyktad 184 /(m x)dr = /J:Qda: 240 # (5 4+ Cy) - ( 22 +C3) = </xdw> . </:cdx>

22 /J:da:
Przyktad 185 /idm = /d;c =x+C # F4C

z2 .
=+C;
7 s /xdx

Twierdzenie (Calkowanie przez czesci)
f. g€ 1), Wtedy

[ f@gtads = g - [ sy

Dowéd:
(f -9V (@) = F@)ge) + fla >g/<x>7 czyh
f(@)g(z) = /(f 9) (2)dx / 2)dz 1 /f
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I _
Przyktad 186 /l“ sinzdxr = [ fl=sinz g=uv ] = —x cos x—/—cosxdaz = —x cos x+/ cos xdr =

f=—cosx ¢ =1

—xcosx +sinx + C .

T —
Przykltad 187 /ex cos xdxr = [ fr=e g = cosz ] =e¥cosx + /ex sin zdx =

f=¢€e" ¢ =—sinx

/ X 3
ff=¢e* g=sinz )

= , , :excosa:+exsmx—/excosxdm.
ff=¢e* ¢ =coszx

Czyli

. x .
2 [ e*cosxdxr = e*cosz + e*sinz = /e‘”cosmdw = S (cosx +sinz) + C.

Inny sposéb:

"=cosx g=¢e" "=sinx =e®
/e’”cosxdx: [f g ] :e“”sinx—/exsinxdm: [ / g ] =

f=sinx ¢ =¢e* f=—cosx ¢ =¢€"

e’sinx + e*cosx — /e“” coszdzx.

UWAGA:
Tu wybor ktora funkcje rézniczkowaé, a ktorg catkowaé nie mial znaczenia.
W przykladzie 186 tak!.

UWAGA:

Niekonsekwentne catkowanie przez czesci skonczyloby sie w przyktadzie 187 niepowodzeniem:

e*cosxdr = e*cosx+ [ e*sinzdr = =e*cosx—e*cosx+ [ e* cosxdr =

f=—cosx g =¢e*
:/e”"cosa:d:z.

Przyktad 188 /sin2 xdr = /sin r-sinzdr = [ = —sinx cos aH—/ cos® xdr =

f/=sinx g=sinz
f=—cosx ¢ =cosx

_[f’:cosm g = coszT ]

) , ] = —sinxcosx+sinxcosx+/sin2xdx:/sianda:
f=sinx ¢ = —sinx

i wrociliSmy do punktu wyjscia. Zrébmy to inaczej:

-:—sinxcosx—l—/(l—sinZz)dx:—sinaccosw—l—/d:v—/siandm:

—sinzcosz +x — [ sin®zdz.
Zatem

2 sin2xda?::z:—sin:ccos:c:>/singazda::g—%sinxcosx—i—C.

f/ = ¥ g= iL‘Z
Przyktad 189 /x%‘”d:c = F v o = g2 — /2zexdx = g% — Q/xeacd:c =
= € g = 2T
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B f/:ex g=x
o f:ex g/:]_

] = 126 — 2xe® + 2/6Idl‘ = 22e® — 2ze® 4+ 2¢% + C.

/

'=1 ¢g=1
Przyktad 190 /lnwdxzfl-ln:cdac: [ / g nlx] ::c-lnx—/x-idx:aclnx—/dx:

=zgzhz—-z+C.

Twierdzenie ( Calkowanie przez podstawienie)
Niech I, J C R beda przedziatami,

g : I — J funkcja klasy O,

f+J — R funkcja ciagta.

Wtedy /f(g(x)) g (z)dx = /f(t)dt, gdzie t = g(x).

Dowéd:

t=g(x).

f ma pierwotng F = /f(t)dt =F(t)=F(g(x)) = %/f(t)dt =F'(g(x)) ¢ (z) =
= f9(2)) - d'(2).

t=3r—1
Przyktad 191 /(3x—1)5dx: dt = 3dx :/tf’.;dt: ;/ﬁdt: 18 o= By o
dx = %dt
t=2x
Przyktad 192 /sin 2zdr = dt =2dzx | = /sint . %dt = %/sintdt = —%cost—i— C=
dr = idt

= —%cos?:p +C.

Inny sposéb:
"= cosx =sinzx
/sin2xd:)::/QSinxcosmdx:Q/sinxcosxdm: !/ g ]

f=sinz ¢ =cosz

= 2¢in?x — 2/sinxcosxd:r = 2¢in?z — /sin?a:dx.

2/sin2:1;da::2sin2a::/sin2xd:c:sin2x+6'.

Zauwazmy, ze —3 cos 2z # sinz (np. 2 =0 = —3 cos2z = —1 # 0 = sin’2).

Pytanie: Co jest nie tak?

t =3z — 23 +12
dt = (1223 — 32?)dz

Przyktad 193 /?Mda: = [
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t =cosx
Przyktad 194 /(sin5 x)dx = /sin4:r -sinzdr = /(1 — cos?z)?sinzdr = |dt = —sinzdz| =

—dt = sin xdx

—/u—ﬂﬁﬁ:—/k — 2t + th)dt = (/ﬁ+2/ﬂﬁ /#ﬁ 42 C=

:—cosa:+%cos3x—%cos51:+0.

Przyktad 195

t=+ve* —1
de _ _ _ _ _ _
\/efi_l— dt = 2\/7dx 2/&'2\/6?‘& 2 tQH 2 arctgt + C =
e =12 +1
= 2arctgye®* — 1+ C.
Sprawdzenie:
F(z) = 2arctgy/e® — 1.
1oy 1 1 _ 2e® _ 1
Fla) =2- (Ver—1)2+1  2v/er—1 et = (ew—1+1e)2\/ew—1 V-1 OK.

Calkowanie funkcji wymiernych

Aby scatkowaé funkcje wymierna przedstawiamy ja w postaci sumy wielomianu (jesli nie jest wlasci-

wa) i skoniczonej liczby utamkow prostych. Wielomiany potrafimy catkowac.

Calkowanie utamkéw prostych pierwszego rodzaju:
A _|t=x—a

L dx =
rma dt = dx
gdzie A,a € R, C-dowolna stala.

/ Ay — t=x—a
(e—a) dt = dx

Calkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju:

:A/‘f:Aln]t]—l—C:Aln\x—a\—i—C,

_ dt _ _ A
=A i =A e + 0=~ GEear + O

Ba+C _ B 2z+p _ Bp d
/ @iprtgn T =3 / @ipatgr @ T (€= ) / @ rpr )"

gdzie B,c,p,q € R,n € N,A = p? — 4q < 0.

. 2
Niech I = /M%Ldm, I} = /(zerﬁJrq)n.

Wystarczy teraz policzy¢ catki I7' 1 13 :
t=a2+ pT +q
dt = (2x + p)dz
T+ Ch,

In _ 2x+p

_ dt _ 1 _
1 = @hpotgn 0% = e o i T

_/ i
N (t2+Q*%>n_

_ 1
(n=1)(z*+pz+q

R n:/ _da _ t=a+
(z +pm+q) [(x+£) +(q_£)i| dt = d:U
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_p
<q 7 2
=T

:/ dt = V-2 _ 1 1/ du
Ol [ R G o

Zatem I} = ( p;)n_% (ugﬁ)n = ( p;)n_%lg’
q—5 -

: n o __ du
gdZIG _[3 = /W

Dlan=1: 1 = /ugﬁl = arctgu + Cs.

du u+1l—u du 1 2u
Dlan 2: ,[3 :/(u2+1)"_/(u—2"_+1)"du /W—Q/uwdu:

_ _ 2
_ f =Uu g/ g (ug_:fl)n _ In_l o l [ _ + In 1] _
- f/_ 1 _ 1 -3 2 (n— 1)(n2+1)" 1
=41 9= TemDEF T
_ 2n—2-17n-1 1 2n—3 tn—1 1
- 2%—1) 137+ 2(n—1) (u2+1{)"*1 by s (u2+1{)"*1

Otrzymalismy wzor rekurencyjny

2n—3 yn—1 1 u
I3 — 2n— I + 2n—2 (u2+1)n-1

I} = arctgu + Cs
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Przyktad 41 Przyktad 42

Przyktad 196 /’”_H]’H”’_Qd 1 /xd:r + /d,a:+ /Wd:r 1

+$+/xd$1+/x+1+/;;2—:-11dx_
t1=xz—1 tg=a+1 di dt 2xdm t3:l‘2—|—1
_[ + +/ a1 2+ 2+1 2+1 - dt3:21’d1,‘

dti =dx  dto = dx
:x;+x+ln|x—1\+ln|x+1]+%/"§—l— arctga::%2+x+ln|m2—1|+%ln(x2+1)—|— arctgr + C.

Przykjad 43 t T + 2
5342122423245 4 _ -
Przyklad 197 / 49f|—5a:3$6x2 Zz de - +3/I+2 /x+2)3 o [ =dx
=2In[z - 1] +3Infz +2[ + 5 z+2)2 +C.
Przykjad 44
3_p2_ 4 9 1 2z—3 d —
Przyklad 198 / 4+2xx3f3m2i2x+1dx = /xQ—T-z—&-l dx + /(9324_;_1)2 =

_ 2x+1 dx dx _

= In(2” + +1—4/ da _/ da -
e e T e

z2+z+1>0

! 2 dt dt 2 dt dt
L mx-+x+1—4/ —ﬁ/ 1a:+x+1—4/ +/, =
( ) 2+3 (24+2)" ( ) 2[(2)"+1] S1(2) ]
u = —Qt
_ _ 2 V3 u 16 V3 _
T e et [t -

=In(z?+x+1) - 8\3[ arctgu + S\f/“uéilu du =

t=x+1
dt = dz

f=u g, = 22u72
= ln(m2 +x+1)— 8v3 arcth%l + 8% ug’il — 4%9/3 u - (UQfo)Q = [f’ 1 4= SL +11)
- T w24l

=In(2®>+z+1)— Esgﬁ arctg2Ztl 4+ 8\9[ arctg2etl — 4‘9/3 . <— . +/ du > =

[
I

V3 V3 u2+1 u2+1
2z+1
—2448-4
= In(2? 4+ 2 + 1) 2448 “@znag%g1+4%3 m$w -+C =
=In(z*+z+1) - M arctg2f/§1 + 3122_f}§;+3 +C.

Catkowanie wybranych funkcji niewymiernych

Twierdzenie
a€R\ {O}
+ C,

(1) \/(127 = arcsin | |
(2) \/xdfﬁ:ln|x+\/x2+a‘+C;

3)/\/a2 — x2dx = %arcsinﬁ + $Va? —z? + C;
(4)/\/:62 +ade = 32va? + a+ jaln |z + Va2 + a| + C.

Dowdéd:
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Ad (1)
dx _ T =at _ adt _ a | _dt
Tt = [dm _ adt] = | Ve = Jal ——5 = sgna - arcsin ¢ + C' = arcsin | P+ C.
Ad (2)

[t =2+ Viz+al podstawienie Eulera |
t2—2trx+a2=2>+a 2oy
T o= 258 = 46— 9) - [HL = [4-mpro-
\/m—t—x—t—t22_t“ o

dov = 3(1+ &)dt = Pta gy

L 2¢2 4
=In|z+ Va2 +a|+C.

Ad (3)
/\/@2—:16 dx—/“_x dz = a® J%—/J(%dx(i)ﬁamsinﬁ'—é x- \/ﬁdac—

2x

= /:
LJ:’ 1 ! 2\/\/“227722] = a? arcsin“g'—i-xm—/mdx'
=1 g=-2Va? -z

) 2 )
2/\/a2 — 22dx = a? arcsmﬁ +zva? — 22 = /\/a2 — zidx = %arcsmﬁ + Va2 — a2+ C.

Ad (4)
/\/:ﬁ—i—adx:/\f%d:r—/\/%dx—i-a \/Td (2)% mdw—l—aln‘m%-\/x?—i—a‘

!/ __ 2x
f=e 9=Fan
f’—l g=2Vx%+a

2/\/952+adx:x\/x2+a+aln‘x+\/:c2+a‘ —
— /\/:p2—|—ad$ = %xv:ﬁ—l—a—}-%aln}xﬂ—\/ﬁ—l—a‘ +C.

:x-\/$2+a—/\/x2—|—adx+aln‘x+\/x2—|—a‘.

UWAGA:

Niech P(z) = Az® + Bz + C.

A>01ub (A< 0i B?—-4AC > 0).

Wtedy po zapisaniu P(z) w postaci kanonicznej A(:c + %

W da sie sprowadzi¢ do calki (1), gdy A < 0 lub do calki (2), gdy A > 0.

/\/ x)dz da si¢ sprowadzi¢ do calki (3), gdy A < 0 lub do calki (4), gdy A > 0.

2 _RB2
) +4ACAB

t—az—2
Przyktad 199 v ] ar_ L

dzx _ dx _
Vitdr—z2 /\/ 5—(4—4xz+x2?) B \/5— (a: 2)2 [ = dx
= arcsin f + C = arcsin f +C.
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Przyklad 200 /\/%2 o /\/ 7 /\/T [:i_%lzlz/ a @
:%ln‘t—i—m‘—f—C:%ln‘x—g—i—\/mH-C.

Przyklad 201 /mdx:/ 9 (34 32) de = [;ix?;xg :§/mdt ®
= <%arcsm\/%7t+%\/%— )+C’ [Warcs.m(rx—i— f)—&-(%x—i-%)\/m}—i—(}

Przyktad 202 /\/mda:—/\[w [1;_|_ % [t—az+ f/ / dt (4)
= VB3 - g+ %'(*%)'ln}fﬂ/t?*%\)+cz

:(@x—l—?’%{g)M—%ln‘x—i—%—FM‘%—C-

Catkowanie wybranych funkcji trygonometrycznych

Twierdzenie
neNmn>2
/sin" zdr = —% sin" !z cosx + 2= ]L/sin”_2 zdzx.

/cos” zdr = %cosn Lrsing + 2= 1/cos”_2 zdx.

Dowdd:
san—1 ! :
) L . f =sin T g =sinz
/sm” xdx = /Sln" Lz sinadr = ,  neo =
ff=Mm—1)sin" “zxcosx ¢g=—cosz
= —sin" lxcosz+ (n— 1)/ sin" 2z cos? zdx = —sin" 'z cosz + (n— 1)/ sin® 2 z(1 —sin? 2)dr =

= —sin" txcosx + (n — 1)/sin”2 xdx — (n — 1)/sin” xdz.
Stad
n- /sin" rdr = —sin" ! xcosz + (n — 1)/511[1"2 rdr = /sin" xdr =

= —% sin !z cosx + "T_l sin™ 2 zdz.

t=x+7

cos" xdr = [ sin™(x + Z)dx = 2

/ / =+3) [dt:dm
)+ 252

sin" ?(z 4+ Z)dx = L cos" T asinz + "nl/ cos" 2 xdx

/sm tdt = ns n" ltcost + =1 1/sin”_2tdt:

= —Lsin" Mz + F)cos(z+ 5 -
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UWAGA:

Wozér rekurencyjny pozwala nam na policzenie catki w kazdym przypadku, poniewaz
dlan=0:

/sinoxda:: /dx:x—i-C,

/cosoxdx:/d:c:x—i-C;

dlan=1:

/sin1 xdr = /sinxdaz: —cosz + C,
cos! xdx:/cosxdx:sinx+0.

Jednak dla n nieparzystych nie ma potrzeby korzystania z tych wzoréw (patrz przyklad 194).
Przyklad 203 /sin5 x cos? xdx = /sin4 x cos? x sin xdr = /(1 — cos? x)? - cos? x - sin zdx =
t=cosx
= , _—/(1—t2)2-t2dt_—/(t2—2t4+t6)dt_—§t3+§t5—$t7+c——§cos3x+
dt = —sinxdx

—i—%cos%c— %00571’4—6’.

Przyklad 204 /sin2 x cos? xdx = /(1 — cos? x) cos* xdx = /Cos4 xdr — /0056 xdx

i dalej ze wzoru rekurencyjnego.

Definicja.

Wielomianem stopnia n € N s zmiennych x1,...,zs € R nazywamy funkcje okreslona wzorem
ki k k

W(z1,...,x5) = Z AT A O S A LR A

ki, ks € NU {0}

ki+...+ks<n
gdzie ag, gk, € RVE1, ... ks e NU{O} k1 +... + ks <n,
przyczymﬂla,/;:;,...,l;:;ENU{O}];:vl—l-...—i—l;:;:n.

Przyktad 205 W(xz,y,2) = 22%y% — 1,8zy® + nzt + (V2 — 1)z?y? — %yQZ — 1000222 + 11

jest wielomianem stopnia 5 trzech zmiennych z,y,z.

Przyklad 206 W (z,y) = 2® — 322y + exy® — V10y> — 122% — Joy + y? + 132 — 4y + 99

jest wielomianem stopnia 3 dwéch zmiennych z,y.

UWAGA:

Niech L(u,v,w,z), M(u,v,w,z) beda wielomianami zmiennych u, v, w, z.
L(sin z,cos z,tg z,ctg )
M (sin z,cos z,tg z,ctg x)

Zlozenie funkcji trygonometrycznych z funkcjg wymierna catkujemy stosujac pod-
stawienie ¢ = tg 3 (tzw. podstawienie uniwersalne), ktére sprowadza nam wyjéciowa catke do calki

z funkcji wymierne;j.

2dt

t:tg%:>x:2arctgt:>dx:1+t2,

2tg 5 2t

I+tg2 § 7 1420

sinx =
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1—tg2 % 1—¢2

COST = 5% = 77
1+tg? £ 1+¢2°
_ sinx __ 2t
tgx = cosz ~ 1—t2
D R
ctgx = ter = 2t -

Przyktad 207

t=tg3
/2 Ly = |cosa = =82 :/ 1 _12dt2:/2 dt 2_2/32 1ZIUZt\/§] _
- =1 12 14t T22-1+¢ 2+ —
cosz P det 2- 100 du = +/3dt
1+t
f/ du_ 75 arctgu + C' = farctg(t\f) +C = 7 arctg(V3tg Z) + C.
Przyklad 208
t=tg3
1-¢2 _ _
Lictge g _ cgr = | _ 1128 T e £ dt — — [ B=2t=1 34 _
1+sinz sinz — 2t2 1+1itt2 1+t2 1+t2+2t t(t+1)2
1+t
_ 2dt
dx = T

%Zfﬂﬂﬂm)z =2 -2t —1=A(t+1)2+ Bt(t +1) + Ct.
t=0=— —-1=A.

t=-1=2=-C=C=-2.

Wspbtezynnik przy t?: 1=A+B=B=1-A=2.

1 2 t 2
:/tdt—2/t+1dt+2/(t+l) dt=nft| -2t +1] - 2+ C=Inlhy — 24 +C =

-1 ‘tg%‘
“lwst)

2
- +C.
tg 3+1

UWAGA:

Nie do kazdej calki tej postaci warto stosowaé to podstawienie!

Przyktad 209

t=tg3g

2 2 . . ,

/tg2 rdr = |tgx = % = /(122)2 : 1+%alt = 8/ (t_1)2(tt+%2(t2+1) i trzeba dlugo liczy¢.
dr = 2dt
T= 15

Tymczasem:

/tgzxdx:/(1+tg2x—1)dx:/(cosl2x —1)dz =tgz —z +C.

UWAGA:

Niech L(u,v,w), M (u,v,w) beda wielomianami zmiennych u, v, w.

L(sin? z,cos? x,sin x cos x)
M (sin? z,cos? x,sin x cos x)
podstawienie ¢ = tgz, ktére sprowadza nam wyjsciowa caltke do calki z funkcji wymiernej (prostszej

2

Zlozenie funkcji trygonometrycznych z funkcja wymierna catkujemy stosujac
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niz przy zastosowaniu podstawienia uniwersalnego).

dt

t=tgr— 1z = arctgt:dwzﬁ,

2 tg? t2

SIV'T = The?e 1T+

2 .. 1 _ 1
cos™ T = 1+tg2a — 14+t2°

tgx t

T+tg2z  1+2°

sinxcosx =

Przyktad 210

dx _
14+2cos2z
f

1+u2

1+t2

1+t2

1+t2

dt
- 1+¢2+2
tgx

_ V3 V3 V3
= Yrarctgu + C = arctg\[ +C =% Sarctg 8L 7

_ dt
- 3+t2 T

+C.

I

t= \/§u
V3du

]:

V3du
3+3u2 T




MATEMATYKA
Wykiad dla I roku kierunku Automatyka przemystowa i robotyka
Wydziatu Inzynierii Mechanicznej i Robotyki

DR JACEK SZYBOWSKI
Wydzial Matematyki Stosowanej AGH
szybowsk@agh.edu.pl



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 2

10 CALKA OZNACZONA

W celu zdefiniowania caltki oznaczonej z funkcji na przedziale, rozwazymy trzy, coraz ogdlniejsze, przy-
padki:

(1) f: (a;b) — (0;00) funkcja ciagla;

(2) f: (a;b) — R funkcja ciagla;

(3) f:{(a;b) — R funkcja kawalkami ciagla,

tj. Hxo, 1,22,y Tp—1,Tn} C{a,b) a=xg <1 < ...<Tp_1 <xp =biVke€{0,...,n—1} f jest

ciagta na przedziale (zy, x4 1), przy czym granice jednostronne w tych punktach istnieja i sa wlasciwe

(czyli sa liczbami skonczonymi).

VN,
NP

Rysunek 1: Funkcja kawaltkami ciagla

Definicja.
b

Calke oznaczong (Riemanna) z funkcji f na przedziale (a;b) oznaczamy [ f(z)dx i definiujemy jako:

a
(1) pole obszaru ograniczonego prostymi = a, x = b, y = 0 i wykresem funkcji f;

Rysunek 2: Catka oznaczona z funkcji ciaglej nieujemne;j
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(2) ro6znice miedzy suma pél obszaréw polozonych nad osia Ox 1 pod wykresem f
{(z,y) : a<zxz<b f(r) >0, 0<y< f(x)}), a suma pdl obszaréw polozonych pod osia Oz
i nad wykresem f ({(z,y): a<ax <b, f(z) <0, f(z) <y<0});

Rysunek 3: Caltka oznaczona z funkcji ciaglej

(3) sume calek po przedzialach, na ktérych funkcja jest ciagla:

/f da:—Z/ka

UWAGA:
Powyzsza definicja jest nieformalna, ale dla nas wystarczajaca. Réwniez klase funkcji okreslonych

na przedziale (a,b), dla ktorych istnieje calka oznaczona, zwanych funkcjami catkowalnymi, mozna

jeszcze rozszerzy¢. Jednak, dla naszych potrzeb, zawezimy ja do funkcji kawatkami ciagltych na (a, b)

i bedziemy oznaczaé¢ S((a,b)).

UWAGA:
Przyjmujemy, ze Va,b € R

/:f(:p)da: = 0 oraz /:f(:c)dx = /Zf(x)dx

Wiasnosci catki oznaczonej:

Twierdzenie (Liniowos¢)

fyg: {(a;b) — R ciagla, ¢ € R wtedy

/Z(f(x) ig(x))d:v = /Zf(x)d:c + /Zg(x)dx;
/ ZC fle)de =c / Zf(x)dx_

Twierdzenie (Addytywnos¢ wzgledem przedzialu calkowania)
(a;b) — R ciagla, a < ¢ < b. Wtedy

/f m_/f m+/f )dz.
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Twierdzenie

g:{a;b) — R m@gla wtedy

W | [ steyie] < /!f |

2) ( / f(m)g(x)da:) < ( / fQ(m)dx)-( / bg2(x)da;);NIEROWNOSC SCHWARZA-BUNIAKOWSKIEGO

7

b b
(3) f < g, tzn. Vz € (a;b) f(x) < g(x) :>/ f(z)dzx </ g(z)dx.

Twierdzenie (catkowe o wartodci éredniej)
f i (a;b) — R ciagla. Wtedy 3c € (a;b)

b
= bia/ f(x)dx

Twierdzenie Newtona-Leibniza (I gléwne twierdzenie rachunku catkowego)
f:{a;b) — R ciagla, F': (a;b) — R dowolna pierwotna funkcji f.

Wtedy
b

OZNACZENIE [F(x)} = F(z)

a

1

Przyklad 211 / (29 —42%+3)dw = |5 —2 +3x} = (¥ -11431)— (¥ —04+3.0) = 143 = 1,

0

2

2
Przyktad 212 / e ¥dr =—e% =-e?—(-e)=e— eiz
-1

-1

Twierdzenie (Catkowanie przez czesci)

f,g € C'({a;b)). Wtedy
b b
f@gla)de = [f@g@)], - [ f@)g(@)da

In3 I — In3 In3

Przyktad 213 / re Ydx = [If ‘ — g/ ﬁ] = [— x- 6_9”} ’ —/ —e dx =
0 = —e€ g =

In3

—ln3‘e_ln3+0'eo+/ e~%dr = —In3el3 — e
0

In3

e

=1 = In? 2 €
Przyktad 214 / In? zdx = / g = [w-lnzxr —/ x - 2ne gy —
1 f=2 ¢ =2z x
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2 2

lnmd:v:eg-4—0—2~/

e

:62111262—1'11121—2/ o=

1-Inxdx =
1

=1 g:lnx]

9 2 o2

e €
:462—2[x-1nx} —|—2/ I"idl’:462—2621H€2—|—2'1'1H1—|—2/ dx:462—462—|—0—|—2:n|‘f2:262—2.
1 1 1

Twierdzenie (Calkowanie przez podstawianie)
f:{a;b) — R ciagla,

g {a; B) — (a;b) Klasy C*,

g(a) =a, g(8) =b. Wtedy

gsi b
| #ta) - g@aa= [ s

Przyktad 215

53: t=a?—1 1 24dt 1 4 1 17,24 _ 1 3_3

Przyktad 216
T = 2cost 0

2 0
/ V4 —ax?dr = | t=arccosd | = / V4 —4cos?t- (—2sint)dt = / 2sint - (—2sint)dt =
0 z x

dr = —2sintdt 2

2 2 3 3 u =2t
:2-/ 25in2tdt:2/ (1—coth)dt:2/ dt—2/ cos 2tdt = =
0 0 0 0 du = 2dt

™

2—/ cosuduzQ-%—Q-O—sinuO:w—sinw+sin0:7r—0+0:7r.

Mozna tez zastosowaé gotowy wzor:

2
/\/4—m2dx ® [%arcsin%%—%xﬂl—x?}o:2arcsin1—|—\@—QarcsiHO—OQ:2-g+0—0:7r.

Twierdzenie (II gléwne twierdzenie rachunku catkowego)

c € (a;b).
T

f i {a;b) — R ciagla. Wtedy funkcja zadana wzorem F(x) = / f(t)dt jest rézniczkowalna w prze-
c

dziale (a;b) i jej pochodna wyraza sie wzorem

F'(z) = f(x) Vo € (a;b).

x

x
Przyktad 217 F(x) = / costdt = sint .= sinz —sin(0 = sinz.
0

F'(z) = cos.
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Zastosowanie calki oznaczonej w geometrii:

Twierdzenie
g,h: (a;b) — R ciagle.
Va € (a;b) h(x) > g(z).

Wtedy pole obszaru ograniczonego prostymi = a,x = b i wykresami funkcji g i h wynosi

b
/ (h(x) — g(x))d.

Rysunek 4: Obszar ograniczony wykresami funkcji

Przyktad 218 Obliczy¢ pole kota o promieniu r > 0.

Koto o promieniu r ma takie samo pole niezaleznie od $rodka, wiec mozna go umiejscowié¢ symetrycznie
wzgledem érodka ukltadu wspétrzednych. Jego brzeg ma wéwczas réwnanie 22 + 32 = 2.
Mozna go rozbi¢ na dwa potokregi bedace wykresami funkcji

fl@)=Vr? —a?ig(z) = —Vr? — a2

Zatem pole kota

S = / V2 — g2 — (— r2—x2)}d$:2 \/rz—a:deg>2(§arcsin%+%\/r2—m2)r =

=r?arcsinl + -0 —r?arcsin(—1) — 5 - 0=r?- L —r?. (= §) = mr?.

Przyktad 219 Obliczyé pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = /i y = 2.

Znajdujemy punkty wspélne wykresu:
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Rysunek 5: Obszar ograniczony krzywymi z przyktadu 219

v

Rysunek 6: Krzywa bedaca wykresem funkcji

2? = \/x <= (patrz przyktad 109) z =0V z = 1.

Zatem
1

s= [ (vi-ew=(4 %)) -

0

winN
Wl
W=

Twierdzenie (dlugo$é krzywej)
f: {a;b) — R bedzie funkcja klasy C'. Wtedy dlugos¢ krzywej K = {(z, f(z)) : = € (a;b) } bedace]

wykresem f wyraza sie wzorem:

b
K| = / VIt @Rl

Przyktad 220 Obliczy¢ dtugoéé¢ okregu o promieniu r.
Aby obliczyé dlugoéé okregu z? + y? = 12 wystarczy wyznaczyé dlugoéé pétokregu y = /r2 — a2
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i pomnozy¢ ja przez 2:

/ T

¥y ="
|

= 27 arcsin %

= 2r(arcsin1 — arcsin(—1)) = 27”(% - (- g)) = 27r.

bt

T T T T
K|:2/ ,/1—%—7"2”321326&’:2/ de:2/ 7427"23:2dx:2r/
—r —r —r —r
T
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Rysunek 1: Figura P

A

Rysunek 2: Obrot wokét osi Ox

Twierdzenie (Objeto$¢ bryly obrotowej)
[ :{a;b) — (0; 00) ciagla.
Niech P oznacza figure ograniczona przez proste x = a, « = b, y = 0 i wykres funkcji y = f(x).

Wtedy objetos¢ bryty B, powstalej przez obrot figury P dookota osi Ox wyraza sie wzorem

VB, = 7r/bf2(:c)dx

Jedli ponadto a > 0, to objetosé¢ bryty powstalej przez obrét figury P dookota osi Oy wyraza sie

wzorem

b
Ve, = 27r/ zf(x)dx
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A

Rysunek 3: Obrét wokot osi Oy

Przyktad 221 Obliczy¢ objetos¢ kuli o promieniu 7.
Kula powstaje przez obrét pétkola pod wykresem funkcji f(z) = vr? — 22, —r < x < r dookola osi

Oz. Stad
Vi = 7r/ (r? — 2%)dx = 7Tr2/ dx — 7r/ 2?dx = mrz
—r —r —r

T 3

T

=73 — (—mrd) — Wg — (— 7('?) = 2mr3 — %7(7’3 gwr?’
Mozna tez policzy¢ objetosé kuli mnozac przez dwa obJ@toéé pétkuli, ktéra powstaje przez obrét
¢wiercékola pod wykresem funkeji f(z) = vr? — 22,0 < z < r dookola osi Oy.
Stad
2
— 2 _
Vi=2- 27T/ T —x2d$——27r/ —2zVr? — 22dr = :—27r/ Vidt =
dt = —2xdx

B a2 4 s 4.3

:277/ \/idt:27rgo = gmt? . = gm(r° —0) = gmr°.
0 2

Twierdzenie (Pole powierzchni bryly obrotowej)
Niech f : (a;b) — R bedzie funkcja klasy C'. Wtedy pole powierzchni Y powstalej przez obrét

wykresu funkcji f dookota osi Ox wyraza sie wzorem

b
Sy = 27T/ f@) /14 (f'(x))%dx

Jesli ponadto a > 0, to pole powierzchni Z powstalej przez obrot wykresu funkcji f dookota osi Oy

Wyraza Sl@ wzorem

b
S5, — 27r/ o /T ¥ (F(2)2da

Przyktad 222 Obliczy¢ pole powierzchni sfery o promieniu 7.

2

Sfera powstaje przez obrét wykresu funkeji: f(z) = vr?2 — 22, —r < & < r dookola osi Ox.
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Rysunek 4: Obrot wokét osi Ox

Rysunek 5: Obrot wokot osi Oy
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Rysunek 6: Droga przebyta przez punkt materialny

Stad

fl@) =~ )

Ss:27r/ Ve —g?. 1+72{22d$:2w/ vﬂ—ﬂd%d:ﬂ:
—r —r

T
= 2712 + 272 = 472,
-Tr

-
= 271'7"/ dxr = 2mrx

-

Mozna tez policzy¢ pole sfery mnozac przez dwa pole powierzchni potsfery powstalej przez obrot
wykresu funkcji: f(z) = vr?2 — 22, 0 < 2 < r dookola osi Oy.
Stad

' T ' '
5522-27r/ :c\/l—l—rzafﬂdx:élw/ xw/rJ_szdx:élTrr/ \/rzziﬂdx:—%rr/ \/%da::
0 0 0 0

t=r?—a? * " r
= [dt _ —2xdx] = —27rr/r2\/i = 47?7"/0 N Amr/t o

Niektére zastosowania calki oznaczonej w fizyce:

= 4772,

Twierdzenie
Jezeli punkt materialny porusza sie po krzywej na plaszczyznie lub w przestrzeni ze zmienng predko-

Scia V(t) zalezaca od czasu t € (tg;t1), to droga przebyta przez ten punkt od chwili ¢y do ¢; wynosi:

A1
L= [ V(t)dt |DROGA

tg

Przyktad 223 Janek wdrapal si¢ na jablon na wysoko$¢ 5 m nad ziemia i rzucit stamtad jabtkiem

w kierunku poziomym z predkoscia 67F. Przyjmujac, przyspieszenie ziemskie g = 1035 i pomijajac

op6r powietrza, oblicz droge jaka przebylo jabtko w powietrzu.

Najpierw obliczymy czas lotu jablka tq, ktory zalezy tylko od pionowej sktadowej predkosci. Zatem
t1 t 9

/ gtdt =5 = g% 01:5:10%:5:#:1:1&1:15.

0
7 tw. Pitagorasa wartos¢ predkosci jabtka w chwili ¢ wynosi:
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5m

Rysunek 7: Droga jabtka

Rysunek 8: Praca wykonana przez site

V(t) = /62 + g2t2 = /36 + 100t2,

czyli
1 1 .
Lz/vsmlowzdt:lo/ 124 36 gy @ 10[%t,/t2+%+§-%1n\t+ t2+%uoz
0 0
_ 136 |, 9 136 9 6| _ 9 1+2@_ 91, 5+/34 ~
=95 m‘i‘gln‘l“‘\/m‘—gln‘ﬁ|—\/34+gln 1%10 = (V34 + 2In 223 ) m ~ 8, 14m.
Twierdzenie

Jezeli wzdluz osi Oz na cialo dziala zmienna sita F'(z) zalezna od polozenia ciala = € (a;b), to praca

wykonana przez te sile od punktu a do punktu b wynosi:

b
W= / F(z)dz | PRACA

Przyktad 224 Obliczy¢ prace, jaka musi wykonaé silnik helikoptera o masie m, aby go wynies¢ na
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wysoko$¢ h nad ziemie. Przyjmujac: G-stalg grawitacji, M-mase Ziemi, R-promien Ziemi, wiemy, ze

sita z jaka dzialamy na helikopter na wysoko$¢ = nad ziemia wynosi:

F(z) = (}G%LL;’)Z Stad poszukiwana warto$¢ pracy wynosi:
t=R+ux E+h LB+
W = GMm/ weE = g, = GMm / tQ—GMm[ th _

_ 1 1 —R+R+h GMmh
= GMm(— 725, + %) = GMm @;) = R
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11 CALKA NIEWLASCIWA

Definicja.
fi{a;+00) — R
g:(—o0;b) — R funkcje ciagte
h:(—o0;4+00) — R
Calke niewlasciwa (I rodzaju) na przedziale nieograniczonym funkcji f, g, h definiujemy odpowiednio

jako
+o0
@)z = tim / fla
b
/ g(z)dr = lim g(:z)daz

+o00 c +o00
/ h(z)dx :/ h(x)da:+/ h(z)dz, gdzie ¢ jest dowolna liczba.

—0oQ C
Jezeli granica wystepujaca w definicji calki niewlasciwe]j istnieje i jest liczba to calke niewlasciwa

nazywamy zbiezna. W przeciwnym wypadku méwimy, ze catka niewlasciwa jest rozbiezna.

+o0 b b 1
Przyklad 225 / g= lim [ 5= lm §| =- lim (b—1):1.
1 — 400 1 ——+00 — 400
Calka jest zbiezna.
+o0 b +o00 dx

dx
dx . .
RN M-t ON) vk L
=2 lim (Vb—1) = +o0.
b——+o0
Calka jest rozbiezna.

Przyktad 226

+00 b dr
Przyktad 227 / xglil = lim / = lim  (arctg z)|% =
-0 a — —00 al +1 a — —00
b — 400 b — +oo
lim  (arctg b — arctg a) = T_ (—E) = .
a — —00 2 2
b — 400

Calka jest zbiezna.

Definicja.
filab) —
g: (a;b) — R 3 funkcje ciaggte
h:(a;b) — R
mlir?— f(z) € {£o0}, xli,r3+ g(x) € {£o0}, mlir?— h(xz) € {£o0}, mlirzh h(x) € {£o0}.
Calke niewlasciwa (II rodzaju) na przedziale (a,b) funkcji f, g, h definiujemy odpowiednio jako

b t
/ f(:z:)da::tlirl?_ f(x)dx
b
/ g(z)dr = lim | g(z)dx

t—at t

b c b
/ h(z)dz :/ h(x)d:v+/ h(z)dx , gdzie ¢ jest dowolna liczba z przedziatu (a;d).
Jezeli granica v?fystgpuj@ca W definicji catki niewlasciwej istnieje i jest liczba to catke niewlasciwa

nazywamy zbiezna. W przeciwnym wypadku méwimy, ze catka niewladciwa jest rozbiezna.




dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 3

! d t d 1 t 2wd u=1-22
Przyklad 228 —ZeL_ — Jim 4T — _— lim —2rdr _ =
Y oVIZ#® m1m ) g VI 2¢—1-) gvi=2® du = —2zdx
1—¢2
:—%lim T——hm \f\ =— lim(y1—-t2-1)=1.
t—1=J 1 t—1 t—1—

Calka jest zbiezna.

dx

t
 dz : Y - S—
Praykiad 229 / \/m /0 —(1—4z+422) s—>hH10Jr /s 1-(1-20)2

t— 1"
t _ 1-2
— 1y Cody | u=1-22 ) 4 I du
=3 1m 3 =—3 im S
s ot J sVi-(1-2z) du = —2dz s 0" —2s VT
t— 17 t— 17
=—1 lim arcsin uli =3t = —3 lim  (aresin(l — 2t) — arcsin(1 — 2s)) =
s — 0T s — 0t
t— 1" t— 17
= —(arcsin(—1) —arcsinl) = —3(-% — 3) = 2.

Calka jest zbiezna.

8 0 8
de __ dx dr 13 dr _ 71; 3,2t : §28:
pProvktad 200 [ 4 [ e[ g o i [ i [ 1 i

. 2 2 2 2
=2 lm (5 (D9 + 3?%(3—w )=3 (-D+34=-F+6=1
Calka jest zbiezna.

1
Przyktad 231 / ;Lfg = lim 9 — |im [fl]; = lim (-1 + %) = 4o00.
0

s—0t+ ) 7 s—0t T s—07+
Calka jest rozbiezna.

Twierdzenie f : (a;b) — (0;+00) ciagla i ( lim f( ) = +oo  lub lin}ff(x) = +oo lub
a=-00 lub b=+400).

b
Wtedy pole obszaru {(z,y) €ER?: . >a, 2 <b,y > 01iy< f(z)} wynosi / f(z)dz.

a

Przyktad 232 f(z) = %

+00 Przyktad 225

Pole obszaru {(z,y) € R?: 2> 1,y >0,y < xiz} wynosi / dz = 1.

T
1
Przyklad 233 f(z) = .

Przyktad 231

1
Pole obszaru {(z,y) € R?2: 2 >0,z < 1,y > 0,y < #} Wynosi / ;Lg £2 +00, czyli jest
0

nieskonczone.

Przyktad 234 f(z) = 1—1-%

400 Przyktad 227

Pole obszaru {(z,y) € R?: y >0, y < ﬁ} wynosi / da ER -

1422

—00
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Rysunek 1: Obszar z przyktadu 232

Rysunek 2: Obszar z przyktadu 233

Rysunek 3: Obszar z przyktadu 234
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12 SZEREGI LICZBOWE I POTEGOWE

Niech (ap)neny C R bedzie ciagiem liczbowym. Cheemy policzyé, o ile to mozliwe, sume wszystkich

jego (nieskonczenie wielu) elementéw. W tym celu definiujemy tzw. ciag sum czeSciowych o wyrazie

ogblnym

k
S} ::a1+...+ak:Zan.

Definicja.

Szeregiem liczbowym nazywamy nieskonczona sume wyrazow ciagu:

+oo

Zan:a1+a2+a3+...
n=1
Definicja.
+oo
Powiemy, ze szereg Z an jest zbiezny, jezeli ciag jego sum cze$ciowych jest zbiezny. Granice ciggu
n=1

sum czesciowych w szeregu zbieznym nazywamy jego suma:

E anp = lim Sk
k—+4o00
n=1

Jezeli granica ciagu sum czedciowych jest 400 lub —oo, to méwimy, ze szereg jest rozbiezny do 400 lub —oo.

Jezeli granica ciggu sum cze$ciowych nie istnieje, to méwimy, ze szereg jest rozbiezny.

+00
Przyklad 235 Z )3 < — 1>,
S|
Czyli ; m jest zbiezny do 1.
+00

Przyklad 236 ) (-1)"=—1+1+(-1)+1+...
n=1
g —1, dla k nieparzystych
b 0, dla k parzystych '
+o0
Ciag (Sk) nie ma granicy, wiec Z(—l)" jest rozbiezny.

n=1

—+00 —+00
Przyktad 237 Y In— - =Y (lnn—In(n+1)).
mn
n=1 n=1
k—>+oo

Sg=Inl-In2+m2-In3+...+lnk—In(k+1)=—-In(k+1) — —o0

+oo n
Czyli In
Y nzz:l n+1

jest rozbiezny do —oo.
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Jak wida¢ niektére szeregi sg zbiezne, inne nie. Powstaje wiec pytanie: jak rozpoznaé czy dany szereg

jest zbiezny?

Twierdzenie (Warunek konieczny zbieznosci szeregu)

+oo
Z an jest zbiezny = lim a, = 0.
n—-+o0o

n=1
+oo

Przyktad 238 Ciag a, = (—1)" nie ma granicy, wiec Z(—l)” jest rozbiezny (por. Przyklad 236).
n=1

+oo
Przyktad 239 Ciag a, = -2 zmierza do 1, wiec Z " jest rozbiezn
y ag an = 729 : @n_1n+1J y.

Przyktad 240 Ciag a, =In 5

T n T jest rozbiezny (por. Przyklad 237).

“+00
i do 0, al 1
1zmlerza (0] ,ae;nn+

Twierdzenie (Szereg geometryczny)
+0o0

Szereg Z a1q" ! jest zbiezny gdy |g| < 1, rozbiezny do +oo gdy ¢ > 1, a rozbiezny gdy ¢ < —1.

n=1
Ponadto, gdy |¢| < 1, to

a
Z — 1
n=1 1

Twierdzenie (Kryterium caltkowe zbieznosci szeregéw)

Niech f : (ng,4+o00) — (0,+00), gdzie ny € N bedzie funkcja ciagla i nierosnaca. Wtedy szereg

+OO +oo

Z f(n) i catka niewlasciwa / f(z)dx sa jednoczesnie zbiezne albo jednoczesnie rozbiezne do
n=no o

+00.

—+00

Przyktad 241 Szereg Z 1
n=2

zlnz

jest rozbiezny, poniewaz funkcja f(x) = jest ciagla i nierosnaca

nlnn

na (2,4o00) oraz
too g b d t=1 b gt

/ T lim/ S B T — = lim ln|t|‘lnb—
2 b—+oo /o

zlnz xlnz dt = b—too Jlpg t b—ofoo n2
= lim (In(Inbd) —In(In2)) = 4o0.
b—+o00
+00 1
Twierdzenie Szereg Z > jest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny do +o0 dla p < 1.
n=1
UWAGA:
+o0 oo
Na pierwszy rzut oka wydaje sie to dziwne, ze np. szereg Z —5 Jest zbiezny, podczas gdy szereg Z —
n=1 " n=1 "

jest rozbiezny. Przeciez oba sg sumami elementéw malejacych do zera!

Mozna to jednak wykazaé¢ niemal "na palcach”:
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1
S=mtEtatet <l ta o=
n=1
— 1 1 1 1 1 1 1 —
=1+ (1-3)+G-3)+G-2)+G-5)+..=2
+001
1 1 1 1 1
E_T+(§+§+Z)+( tsgt7+tsg™t +10+11+12+13+14+15+16)+ >
n=1
>1+(G+1+1)+G+3+ti+itt st sttt mtigtg +--=1+1+1+

Powyzsze rozumowanie jest dobrg ilustracja nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregéw)

Niech ng € N.

Vn > ng |an| < |by|. Wtedy
+00

+oo
(1) jezeli szereg Z |br,| jest zbiezny, to szereg Z lan| tez jest zbiezny;
n=1 n=1
“+o0o “+oo
(2) jezeli szereg Z |ay| jest rozbiezny, to szereg Z |b| tez jest rozbiezny.
n=1 n=1
Definicja.
+o0o “+o0o
Powiemy, ze szereg Z ay, jest zbiezny bezwzglednie, jezeli szereg Z lan| jest zbiezny.
n=1 n=1
Definicja.
+oo
Powiemy, ze szereg Z an, jest zbiezny warunkowo, jezeli jest zbiezny, ale nie bezwzglednie.
n=1
+0o0
Twierdzenie Jezeli szereg Z an jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny.
n=1

Przyktad 242 Szereg Z

n=1

Jest zbiezny, bo jest zbiezny bezwzglednie:

1
n2

1

. +o0

sinn 1 . L.

— =3 a szereg E o) jest zbiezny.
n=1

2

n

Twierdzenie (Kryterium ilorazowe zbieznosci szeregbw)
a
Vn € Nay, >0, b, >0 oraz lim b—n € (0,400). Wtedy:

n—+0o0 Oy
“+o0o “+o0o
szereg Z an jest zbiezny & szereg Z by, jest zbiezny.

n=1 n=1

Kryterium ilorazowe jest tez nazywane kryterium asymptotycznym.

—+o00
Przyktad 243 Szereg Z 3110 jest rozbiezny na mocy kryterium poréwnawczego, bo:
1
Vn > 10 m —, a szereg Z —=- Z jest rozbiezny.

Rozbiezno$é tego szeregu wynika tez z kryterlum ilorazowego:


mikele
Podkreślenie
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3 JlrlO n 1 nogool 1
T — . o .

= = — = € (0,400), a szere g — jest rozbiezny.
I " 3p4+10 3400 3 € (0:4e0) &2y Y

n=1
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Twierdzenie (Kryterium d’Alemberta)

Niech lim Gntl| _ q.
n—+400 | Gp
+oo
Wtedy szereg Z an jest zbiezny dla ¢ < 1 i rozbiezny dla ¢ > 1.
n=1

+oo
2n

Przyklad 244 Szereg E -~ jest zbiezny, poniewaz

n!

n=1

2n+1

R i ==y 2rtt ol L B
q_nEr—iI-loo %l _nEI—POO<2” (n+1)! _ngr—i{loon+l_0<1'
oo
Przyktad 245 Szereg Z — Jest rozbiezny, poniewaz
n!
n=1
(nt1)tt n n
NCES) 1) ! 1 1
g= lim %: lim (n—i_i)-(n—i—l)-ni = lim nt = lim (14—
n—-4o00 T n——+oo nm (n -+ 1)! n—-—+00 n n—-+o0o n
=e>1
Twierdzenie (Kryterium Cauchy’ego)
Niech lim {/|a,| = gq.
n—-+00
+oo
Wtedy szereg Z an jest zbiezny dla ¢ < 1 i rozbiezny dla ¢ > 1.
n=1

n+3
4dn — 2

+0oo n
Przyklad 246 Szereg Z <— ) jest zbiezny, poniewaz
n=1

o n+3\" n+3 1432 1
g= lim — = lim = lim o —=-<1.
n—+00 4dn — 2 n—too dn — 2  n—doo 4 — % 4
100 oHp
Przyktad 247 Szereg Z —p Jest rozbiezny, poniewaz
n
n=1
= i "2n—1' 2 —2—2>1
1= nirfoo nl0| nﬂuiloo (%)10 ©o110 ’
UWAGA:

Jesli granica ¢q z kryterium d’Alemberta lub Cauchy’ego wynosi 1, to nic nie mozna powiedzie¢ o zbiez-

noéci badanego szeregu.

Twierdzenie (Kryterium Leibniza)

Jezeli Ing € NVn > ng by, > by41 > 0 oraz lim b, = 0, to szereg naprzemienny

n—-+00
—+00
Z(—l)nanbl—b2+b3—b4+...
n=1

jest zbiezny.
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“+o0o
-n" 1
Przyktad 248 Szereg E ! jest zbiezny warunkowo, poniewaz ciag () jest malejacy
n n

n=1

1
i lir}rl — =0 co, na mocy kryterium Leibniza, daje zbieznos¢, ale nie bezwzgledna, bo szereg
n—-+oo N
+o0o

S|

n=1

400 1
= Z — jest rozbiezny.
n

Definicja.

Szeregiem potegowym o srodku w punkcie zg € R i wspdtczynnikach a,, € R, n € Ny nazywamy szereg

postaci
+oo
3 anla —20)",
n=0

gdzie x € R.

Definicja.

Promieniem zbieznosSci szeregu potegowego nazywamy:

(1) liczbe 0, gdy szereg ten jest zbiezny tylko w punkcie xg;

(2) liczbe R > 0, gdy szereg ten jest zbiezny bezwzglednie w przedziale (g — R, ¢ + R), a rozbiezny
w sumie przedzialéw (—oo, zg — R) U (zg + R, +00);

(3) +oo, gdy szereg ten jest zbiezny bezwzglednie Vr € R.

Twierdzenie Promien zbieznosci szeregu potegowego zawsze istnieje, zatem jest on zbiezny w pew-
nym przedziale (otwartym, domknigtym, otwarto-domknietym lub domknieto-otwartym), zwanym

przedziatem zbieznosci.

a
Twierdzenie Niech g; = lim cntl , go= lim /|ay|.
n—-+00 n n—-+00
+o00o
Jesli ktéras z tych granic istnieje, to promien zbieznosci szeregu Z an(zr — x0)" jest jej odwrotnoscia:
n=0
_ 1 1
R= m lub R = 5
UWAGA:
. . . ;2 . . . 1 .
Poniewaz granice te mogg byé réwne 0 lub +o00, przyjmujemy, ze oF = too i +%.o = 0.
+00 2"
Przyktad 249 S(z) = —.
ykla ()= -
n=1
z0=0, a, = %
a L n 1
g= lim | = lim ™ = lim =l=R=-=1.
n—+oo | ap n—+oo = n—+oon + 1 g

n
z € (—1,1) = S(x) jest bezwzglednie zbiezny,
z € (—oo0,—1) U (1,+00) = S(x) jest rozbiezny,
+o0o
1
S(1) = —ijestt biez
(1) nz:l — 1jest to szereg rozbiezny,
+o00

(="

S(-1)=>"

n=1

i jest to szereg zbiezny warunkowo (patrz Przyklad 248).
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Zatem (—1,1) jest przedzialem zbieznosci szeregu.

+oo
Przyktad 250 S(z) = Zn”(m —5)".
n=1
xg =05, a, =n". .
g= lim V/lay|= lim Vn?"= lim n=+oc0o= R=-=0.
n—-+oo n—-+00 n—-+oo g
S(5) = 01 jest to szereg bezwzglednie zbiezny,
x #5 = S(x) jest rozbiezny.

+o00
(x4 3)"
Przyktad 251 S(x) :ZT
n=1
To = —3, Gn:n%-
= lim Jan]= lm {/== lim L=0t=R=1=1
g_ni{rklw an_nHHBOO n”_njrfmn_ _9_ >

x € R = S(x) jest bezwzglednie zbiezny.

Zalézmy, ze funkcja f ma w xg pochodne dowolnego rzedu.

Definicja.
Szereg potegowy

0 (n)(p
T
n=0 :

nazywamy szeregiem Taylora funkcji f o srodku w punkcie xg. Jezeli zo = 0, to szereg ten nazywamy

szeregiem Maclaurina funkcji f.

Twierdzenie Jezeli 30 > 0 f € C®(xg — 0,20+ J) oraz lim R,(x) =0, gdzie R, (z) oznacza n-ta

n—-+o0o

reszte we wzorze Taylora dla funkcji f, to Va € (zg — d, 29 + )

% £(n) (4
fay =3 L),

n!

Twierdzenie (o jednoznacznosci rozwiniecia funkcji w szereg potegowy)
oo

(n)
Jezeli w pewnym otoczeniu punktu zo zachodzi f(x) = Z en(x —x0)", to ¢ = fi('fvo)'
n!
n=0

Przyklad 252 Rozwinaé funkcje f(x) = cosx w szereg Maclaurina.
f(z) =cosz, fl(x) = —sinz, f(x) = —cosz, f"(x) =sinz, fUV)(z)=cosz,...

Prosta indukcja matematyczna mozna pokazac, ze

£ (z) = (—1)%1 sinz, gdy n nieparzyste
(_1)% cos x, gdy n parzyste

Czyli
Fm(0) = 0, gdy n nieparzyste
B (_1)%7 gdy n parzyste
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Stad

[e%s) (n) SR 2 4 6

cosz = flw) = (2k)! TRV TIN

n=0 ’ k=0

Przykltad 253 Rozwinaé funkcje f(z) = ze® w szereg Taylora o srodku w punkcie zg = 1.
flx) = ze?, f'(x) = ¢ +ae” = (2 + 1)e?, f"(2) = (a +2)e

Prosta indukcja matematyczng mozna pokazaé, ze

f(@) = (z+n)e"

Czyli
FO(1) = (n+1)
Stad
2. ) = (n e
-y nf”(x —yr=Y (:;'1)(1: "
n=0 ' n=0 ’

Twierdzenie (o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie)

Niech R € (0,+00) U {+0o0} bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego

= Z cn(x — z0)"
n=0
Wtedy Vz € (xo — R, 29 + R)

o
() = chn(x —x0)" L
n=1

1 n
Przyklad 254 Oblicz sume szeregu Z nST)Z .
Oznaczmy
[e.e] $n
n=1
Wtedy
&
5(55) -3
. n - n 1
S'(m):Zx I—Zaz =1
n=1 n=0
* dx o dx
5(0) =0+ S(2) = 5(@) = 50) = [ 127 =~ [ 5= e -1 -
—ln|x—1|—|—ln1:—ln|x—1|:>S(—%):—ln‘—§—1|——lngzln%

Twierdzenie (o calkowaniu szeregu wyraz po wyrazie)
Niech R € (0,+00) U {+0o0} bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego

[e.e]

E en(x — x0)"

n=0
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Wtedy

o0
Przyktad 255 Oblicz sume szeregu Z 2%

n=1
Oznaczmy

S(z) = Z n-x".
n=0

1 = n
5(2)-25
n=0

5(z) = inw"fl = /x ng)dm = /ximtnlda: = in/mxnldx = in %
0 0 -0 n=0 0 n=0

Wtedy

x 1 n=0

:l_x:T(x)

Stad

S@ . 1 B 1 B x 1\ 1
x _T($)__(1—x)2'(_)_(l—x)Q:S(x) (1—x)? S(2>_(1—2§)2

J;\)—l‘mha

x (e.)
= E xn =
0 n=0
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13 LICZBY ZESPOLONE

UWAGA:

Na przestrzeni wiekéw w rozmaitych obliczeniach pojawial sie problem poszukiwania pierwiastkéw
wielomianéw. Niestety istnieja wielomiany o wspoélczynnikach rzeczywistych, ktére pierwiastkow rze-
czywistych nie posiadaja. Najprostszy przyklad takiego réwnania wielomianowego to 22 + 1 = 0 .
Matematycy postanowili wiec rozszerzy¢ zbiér liczb R wraz z podstawowymi dziataniami arytmetycz-
nymi tak by wsréd nowych liczb dato sie¢ znalezé pierwiastki kazdego wielomianu. W szczegdlnosci,

liczbe spelniajaca réwnanie 22 + 1 = 0 nazwano liczba urojona i oznaczono litera i := /—1.

Definicja.

Liczba zespolona nazywamy uporzadkowana pare liczb rzeczywistych (z,y), ktére zapisujemy w po-

staci algebraicznej = + iy, gdzie i jest pierwiastkiem réwnania 22 +1 = 0.

Jedli z = x+ 1y jest liczba zespolona, to x nazywamy czescia rzeczywista liczby z i oznaczamy x =Re z

(tac. realis), a y nazywamy czescia urojona i oznaczamy y =Im z (lac. imaginalis)

UWAGA:

Zaréwno czesé rzeczywista Re z, jak i czes¢ urojona Im z sg liczbami rzeczywistymi.
OZNACZENIE  Zbiér liczb zespolonych oznaczamy C = {x + iy, gdzie z,y € R } (ang. complez)

Definicja.

(Dzialania na liczbach zespolonych)

Niech z1y = a+ib, zo =c+1id, n € N.
)z1=z2z3<=a=cib=d <= Re z1 =Re 22 1 Im 21 =Im zy;
—z1=—a—1ib:=—a+1i-(-b);

3) 21+ 29:=(a+c¢)+i(b+d);

(1

(2)

(3)

(4) 21 — 22 :=(a — ¢) +i(b — d);
(5)

(6)

(7)

5) 21 - 29 := (a+1b) - (c +id) = a - c + iad + ibc + i%bd = (ac — bd) + i(ad + bc);
6 21 _atib (a—i—ib)(c—id)_ac—i—bd—i—z’(bc—ad)_ac—i—bd_i_ibc—ad_
2 ctid  (c+id)(c—id) c? + d? 4 d? 24 d?
7 21—21 V4 BRI I
—_—
n—razy

Przyklad 256 z; =5 — 2i,29 = 1 4 31.

Rez1=5Im 2z =—-2, Re 20 =1, Im 2, = 3;

z1 # zo np. bo Re z1 # Re z9;

—21=—-0+2t, —zp=—1-—3i;

21+ 20=54+14+(-2+43)i=6+1= 22+ 21;

z21—22=5—14(-2-3)i=4—5i;

29—21=1—-54+(3—-(-2))i=—-4+5i=—(21 — 22);
21-20=(5-20)(14+3i)=5-14+5-3i —1-2i +(=2)-3-i2=5+6+ (15— 2)i = 11 + 13i = 29 - 21;

n 5-2  (5-2)(1-3%) -1-17i 1 17,
2 1+3i (1+3)(1-3i) 1+9 _ 10 107
2 _ 143 (143)(G+2)  —1+17i 1 17,
2 5—2i (5—2i)(5+2i) 2544 29 29"
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22 =212 =(5—2i)(5—2i) =25 — 4 — 10i — 10i = 21 — 20i;
22 =z29-20=(1+3i)(14+3i) =1—9+3i+3i = -8 + 6i.

OBSERWACJA
RcC,boVzeRx=x+1i-0.

UWAGA:

Jesli Im z =0, to z € R i liczbe z = x + i - 0 zapisujemy po prostu z = x.

UWAGA:

Wszelkie prawa arytmetyki liczb rzeczywistych sa prawdziwe réwniez dla liczb zespolonych.

Twierdzenie (Prawa arytmetyki zespolonej)

(1)VzeC 2+0=0+2==z¢ (zero jest elementem neutralnym dodawania)

2)VzeC z+(—2)=—-24+2=0 (—z jest liczba przeciwna do z)

(B)Vz1,20€ C 21+ 20=20+ 2 (dodawanie jest przemienne)

(4) V21,292,238 € C (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (dodawanie jest laczne)

5)VzeC z-1=1-z=z (jeden jest elementem neutralnym mnozenia)

6) VzeC\{0} =2-1=1.2=1 (L jest liczba odwrotna do z)

(T)Vz1,20€C z1-20=29-21 (mnozenie jest przemienne)

(8) V21,292,235 € C (21 -22) 23 =21 (22 23) (mnozenie jest taczne)

(9) V21,290,233 € C z1-(220+23) =21-204+2123 (mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania)
(

10) V21,20 € C VneN

n n n n n
(214 29)" = (O)Z? + <1>z?_lzg + <2> A T <n B 1) 2128 4 (n) zy

(wzér Newtona)
W szczegdlnosci:

(21 + 22)% = Z% + 22120 + z%

(21 — 22)% = 22 — 22129 + 22

(11) V21,22 €C 27 — 22 = (21 + 22)(21 — 22)
(12) Vz1,20€ C VneN (z1-29)" =27 2%
(13) V21,20 € C\{0} VneN (f)”:f
(14)VzeC VmyneN mtn=_m. n
(15) Vz € C\{0} Vm,neN zm_”:‘z—:
(16) Vze C VYm,neN ™" =(z")"
(17)Vz1,20€C 2z1-20=0<=2=0V2=0
(18) VzeC VneN 2'=0<=2=0.
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Im z 4

Rysunek 1: Ptaszczyzna zespolona

UWAGA:

(Interpretacja geometryczna liczb zespolonych)

Kazda liczbe zespolona z = x + iy mozemy w spos6b jednoznaczny utozsamié z punktem o wspotrzed-
nych (z,y) na plaszczyznie. Zbiér C utozsamiamy wiec z plaszczyzna, ktéra nazywamy plaszczyzna

zespolona. Osie wspolrzednych na tej plaszczyznie nazywamy odpowiednio osia rzeczywista (oznacza-

my ja Re) i osig urojona (oznaczamy ja Im). O$ rzeczywista pokrywa sie ze zbiorem R (w szczeg6lnosci

0 lezy na przecieciu osi).
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Im
-1 L]
Z4
[ ] -
22
i-n-
25
& 1 l L 1 l
hd T T T T T
%6 . 1 Re
z, | .
Z4

Rysunek 2: Przyktad 257

Przyklad 257 1 = 2+ 3i, Z9 = -1+ 2i, zZ3 = —% - %i, Z4 = 2 — i, Z5 = i, Z6 — —3.

UWAGA:
Liczbe zespolong z = x + iy mozemy tez traktowaé jako wektor zaczepiony w $rodku uktadu wspot-

rzednych, o konicu w punkcie (z,y), zwany wektorem wodzacym liczby z. Przy tej interpretacji sume

i roznice dwbch liczb zespolonych mozemy znalezé na plaszczyznie zespolonej korzystajac z regutly

réwnolegtoboku.
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Rysunek 3: Reguta réwnolegtoboku
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Definicja.

Sprzezeniem liczby zespolonej z = = + iy nazywamy liczbe zespolong z := x — 7y.

UWAGA:
Geometrycznie, sprzezenie liczby z na plaszczyznie zespolonej to symetryczne odbicie punktu z wzgle-

dem osi rzeczywistej.

)" (1) zZ=z<=z€R.

A Im
z
o
>
Re
@
z
Rysunek 4: Sprzezenie liczby zespolonej
Twierdzenie (Wtlasnosci sprzezenia) Niech z,2z1,20 € C, neN
() z1+z=z1+2 (7) Re Z =Re z
(2)z1 —z2=71—22 (8) Imz=—Im 2
(3)z1 22 =712 (9) 2+z=2Re z
( (10) z—Zz =2i- Im 2
(
(

Definicja.
Modulem liczby zespolonej z = x + iy nazywamy liczbe rzeczywista |z| = /22 + y2.

UWAGA:

Geometrycznie, modut liczby z na plaszczyznie zespolonej to odlegto$é punktu z od srodka plaszczyzny
(0,0).

Twierdzenie (Wlasnosci modulu) Niech z,21,20 € C, neN.
(1) [21 4 22 < Jz1] + |22 (6) [z] = [2] = [ = 2|
(2) [21 = 22| > [21] = |z (7) 22 = |2
(3) [21 - 22| = [z1] - [ 2] (8) [Re 2| <[]
(4) 2] = £ (9) |Tm 2| < [2].
() [2"] = [~
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Rysunek 5: Modut liczby zespolonej

OBSERWACJA

x € R = modul zespolony z x jest réwny wartosci bezwzglednej z = (nie ma kolizji oznaczen).
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UWAGA:
Jezeli z1, z9 € C, to |21 — 22| oznacza geometrycznie odleglosé liczby z; od ze na plaszczyznie zespo-

lone;j.

Przyklad 258 Narysowaé na plaszczyZnie zespolonej zbiér A = {z € C: |z +i| > 2}.
Zbiér A jest zbiorem punktéw z, ktérych odlegloéé od —i jest wieksza od 2:

AN

1 Re

Rysunek 1: Zbiér z przyktadu 258

Przyktad 259 Narysowaé na plaszczyznie zespolonej zbiér B={z€ C: |z +1—i| =]z —1+1i|}.
Zbiér B jest zbiorem punktéow réwnoodleglych od —1 4 ¢ oraz 1 — i, czyli punktéw, ktérych czesé

rzeczywista jest réwna czedci urojonej.

Definicja.
Argumentem liczby zespolonej z = x + iy # 0 nazywamy kazda liczbe rzeczywista ¢ spelniajaca uktad
réwnan
{ cosp = ‘%
sin p = %‘
OBSERWACJA

Jezeli p jest argumentem liczby z € C\{0}, to Vk € Z ¢ + 2k7 tez jest argumentem z.

Definicja.
Jezeli ¢ jest argumentem liczby z € C\{0} i ¢ € [0;27), to ¢ nazywamy argumentem giéwnym z

i oznaczamy ¢ = arg z.
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Rysunek 2: Zbiér z przyktadu 259

UWAGA:
Geometrycznie, argument gtéwny liczby z na plaszczyznie zespolonej to kat nachylenia wektora wo-

dzacego liczby z do dodatniej pétosi rzeczywiste].

Twierdzenie (Wlasnoéci argumentu gléwnego)
Niech z, 21,22 € C\{0}, neN.
(1) argz = 2w — argz = arg%

(2) arg(—2) = argz +m, gdy argz € (0;m)
argz —m, gdy argz € (m;2m)
(3) arg(z1 - 22) = arg z1 + arg zo + 2kw, dlak =0lubk = —1
(4) arg(Zl) = argz1 —arg 2z + 2km, dlak=0lubk =1
(5) arg(2") = n-argz + 2km, dla pewnego k € Z.
UWAGA:

Jezeli 21,29 € C, 21 # z9, to arg(z1 — 22) oznacza geometrycznie kat nachylenia wektora z1z3 do

polprostej rownoleglej do osi rzeczywistej, rozpoczynajacej sie w punkcie zs.

Przyktad 260 Narysowac na plaszczyznie zespolonej zbior C = {z € C:arg(z — 1 —1i) < §}.
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Rysunek 3: Argument gléwny liczby zespolone;j

OBSERWACJA
(Postaé trygonometryczna liczby zespolonej)

Kazda liczbe zespolona z = = + iy # 0 mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

’ z =r(cos ¢ + isin @)

u

gdzie r = |z| > 0 oraz ¢ = arg z € (0;27).
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R

1 Re

Rysunek 4: Zbior z przyktadu 260

Dowdd:
T

z=x+iy = |z](— +i- Il) = r(cos p+isin p).

Bl Z|

Przyktad 261 Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej liczbe z = —1 + 4.

r:|z|=\/m:\/§.
— _ 2

_ -1
Cosp = 5=~

— 1L _ 2 — argz = ¢ = 2F. Stad 2z = v/2(cos 2F + isin 3T).
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Alm

(P =argz

Re

Rysunek 5: Postaé trygonometryczna liczby zespolonej
A Im

-1+ =

N

v

Rysunek 6: Przyktad 261
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Twierdzenie (Dzialania na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Niech n € N, z =r(cosp +ising), 23 =ri(cosp) +ising), 2o = r2(cospy + isinys), gdzie
r=|z|, p =argz, r1 = |2|, g1 =argz, r2 = 2], Y2 = argz.
Wtedy
=r(cosp —isiny)
= Heos(—) + isin( )

™ (COS(<P1 —p2) +isin(p1 — p2)), gdy 22 # 0
2" = 1" (cos ny + i sinnep) (WZOR DE MOIVRE’A)

Przyktad 262 Obliczyé¢ z = (1 + v/3i)'0
Niech w = 1+ /3i, ¢ = argw.

lw|=+v14+3=2
cosp =3
sinap:§ = argz = p = 5. Stad
€ (0;2m)
w = 2(cos § 3 +isin) = z=w' © 219(cos 19F + isin 197) = 1024(cos & +isin ) =

— 1024(-1 + z(—%)) = —512 — 512V/3i.

Przyktad 263 Narysowaé na plaszczyznie zespolonej zbiér D = {z € C: 23 =2z3}.

z =r(cosp + isinyp).

73(cos 3 + isin 3p) = r3(cos(—3p) + isin(—3¢p))

3 (cos 3¢ + isin 3p) = r3(cos 3¢ — isin3p) <= r3sin3p = —r3sin3p <= 2r3sin3p = 0 <=
< r=0Vsindp=0<=r=0V3p=kr, k€EZ+=r=0V =" kel

pe(0;2r) = D={0}u{ze€C: argze{O,g,zw, ,4;,557}}

Rysunek 7: Zbior z przyktadu 263
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Definicja.

e = cosp +isingp Vo € R.

Rysunek 8: Potega zespolona

Twierdzenie Niech ¢, 1,02 € R;n € N.

(1) ciler1tp2) — pivr | gipe (5) |6i<p| =1

(2) eilv1—92) = ZZ—:; (6) arg(e?) = ¢ + 2km dla pewnego k € Z

(3) (e¥)" = ¥ (7) e"P1 = e'2 <= 1 = g + 2k7, dla pewnego k € Z.
(4) (elr) =e = 5

Przyktad 264 (”Najpiekniejszy wzér $wiata”)

7

'™ = cosm+isinm = —1. Czyli wszystkie najwazniejsze state matematyczne sa zwiazane rownaniem:

e +1=0
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OBSERWACJA
(Wzory Eulera)
Niech ¢ € R. Wtedy

) —1p
’ cosp = £

et —e ¥
2i

) ’ sinp =

Przyktad 265 Wyprowadzi¢ wzér na cos 3¢p.

3 /el pe—iPN\3 (eiw)3+3(ew)2e—w+3ew(e—w)2+(e—w)3 _ eiBP3eip 30 e—iBp lei?)@p_,’_efi?)(p
cosmp = (5—)" = g = 8 =1 2 +
(1% —1p
%% = icos?)go—i— %coscp.

Stad otrzymujemy cos® o= %(cos 3¢ + 3 cos ) = cos 3p+3cos p=4cos’ p =

’ cos 3¢ = 4 cos® p—3cos ‘

OBSERWACJA

(Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej)

Kazda liczbe zespolona z = r(cos ¢ + i sin ¢) mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci: ,
gdzie r = |z| > 0 oraz ¢ = arg z € (0;27).

Przyklad 266 Zapisa¢ w postaci wyktadniczej z = 1+ v/3i
|z| =2, argz = § (patrz przyklad 262). Zatem z = 2¢'3 .

Przyktad 267 Narysowaé na plaszczyznie zespolonej zbiér E = {z € C: z = 72},

2 =re¥.

re? = (re”)2 =122 = r =0lubre ¥ =1<«<= 2=0lub(r =1i —3p = 2kndlak €
Z)<>z=01lub (2| =1ip=—3krdlak€Z)<=2=01lub (Jz| =1ip=01ub =27 lub p =
%ﬂ')<:>z:01ubz:11ub2’:—%+i§ lubz:—%—ié.
Definicja.

Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe zespolona w spelniajaca

rownosé z = w™.
OZNACZENIE  Zbiér pierwiastkéw stopnia n z liczby z oznaczamy /z := {w € C: w" = z}.

UWAGA:

Pomimo takiego samego oznaczenia definicja pierwiastka rzeczywistego stopnia n z liczby rzeczywi-
stej rézni sie nieco od definicji pierwiastka zespolonego. Pierwiastek rzeczywisty jest zawsze jedna
liczba rzeczywista (czasem nie istnieje, np v/—1), a wiec jest funkcja, natomiast pierwiastek zespo-
lony przyporzadkowuje liczbie zespolonej caly zbiér. Np v/1 = 1 w sensie pierwiastka rzeczywistego,

a v1=1{1,i,—1,—i} w sensie pierwiastka zespolonego.

Twierdzenie Kazda liczba zespolona z = r(cos ¢ + isin ) # 0, gdzie r > 0 i ¢ € R ma dokladnie n

pierwiastkéw stopnia n. Zbidér tych pierwiastkow ma postaé

2% 2%
V7 = {U/r(cos 2T L isin P g — 0,1, n - 1.
n

n
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.
S

Re

Rysunek 1: Zbior z przyktadu 267

UWAGA:
/0= {0} VneN.

UWAGA:
Zbiér pierwiastkéw stopnia n z liczby z € C\{0} na plaszczyznie zespolonej pokrywa sie ze zbiorem

wierzchotkow pewnego n-kata foremnego wpisanego w okrag o srodku w zerze i promieniu dtugosci

el

Przykltad 268 Obliczy¢ i narysowaé na plaszczyZnie zespolonej zbiér /—1.
| — 1| =1, arg(—1) =7, zatem {/r=1,p=m7

V=1 = {cos T +isin T, cos THET 4jsin TH2T | cos THAT 4 sin THAT | cos THOT 4 gin THOT  cog THET 4
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s i m8T 4107 | i mH10TY V3 i s V3 i V3 i V3 i
Hisin T, cos T 4isin Tt} = {397 + 5,0, =9 + 5,9 — 3, =0,y — 3
Im
A
7 |aas
’ A g
! ! { ] ! ! N\
1 1 \ ’/| 1 1 /
. /‘1 Re

Rysunek 2: Zbiér z przyktadu 268

Przyklad 269 Wyznaczyé zbiér /5 — 12i.

Poniewaz liczbe pod pierwiastkiem ciezko byloby przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej, skorzysta-
my z definicji pierwiastka. Bedziemy szukaé liczb postaci z + iy, gdzie x,y € R oraz 5—12i = (x+iy)2.
Liczymy:

5 —12i = 22 + 2wyi + i%y? = 22 — y? + 2wyi.
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y:_gﬁﬁ_%g’:a wiec

zt — 522 — 36 = 0.
Podstawiamy x2 =:t > 0:

t?2 — 5t — 36 = 0.
A =25+ 144 = 169 = /A = 13, czyli

th=28 = 4<0

t2:—5§13 =9>0

2 =9 T = r=-3
6 = V .
y=—3 y=-2 y=2

Ostatecznie

VB —12i = {3 — 2i, -3+ 2i}.

Twierdzenie
Roéwnanie kwadratowe

az? +bz+c=0,
gdzie a,b,c € C, a # 0, o wyrézniku A = b? — 4ac, posiada

(a) doktadnie dwa pierwiastki zespolone

—b— A b+ VA
Bl = T 5 R T= o
2a 2a

gdy A # 0, przy czym /A oznacza ktoérykolwiek z dwéch pierwiastkéw kwadratowych z A;
(b) dokladnie jeden pierwiastek zespolony

—b

Zozga

gdy A =0.
Przykltad 270 Rozwiagzaé rownanie
22 —2iz—1-1i=0.

A= (-2i)2—4(-1—i)=—-4+4+4i=4i =4(cos 5 +isin]) € C\R.

VA = {\/Z(cos g;o + ¢ sin 3;0), \/I(cos g;% 4 ¢sin @)} = {2(@ + i?)ﬂ(—g — z@)} =

= {V2+iv2,-v2 —iv2}.

2 = 21‘—\/3—1'\/5 _ _? +z’2_‘/§,

2

_2i4V24+iV2 V2 | 242
Z9 = 5 =3 —1—272 .
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14 MACIERZE

Definicja.
Macierza rzeczywista (zespolona) wymiaru m x n, gdzie m,n € N nazywamy prostokatna tablice m-n
liczb rzeczywistych (zespolonych) ustawionych w m wierszach i n kolumnach . Liczby znajdujace sie

w magcierzy nazywamy jej elementami.

OZNACZENIE  Macierz oznaczamy zazwyczaj duzymi literami alfabetu (np. A, X), a jej elementy
malymi literami z dwoma indeksami dolnymi oznaczajacymi kolejny numer wiersza i numer kolum-

ny, w ktérych znajduje sie element (np. ass,x11). Elementy macierzy ograniczamy duzymi nawiasami

kwadratowymi:
a1 ai2 e aij e Aln
a21 az2 T a2; o a2n
A=
ail ai2 “ e a”ij e ain
| @m1  Gm2 -+ Gmj - Qmp

Czasami macierz oznaczamy [a;j]i=1....m .

j=1,...,n
Przyktad 271
2 —4
A= |m 0 | jest macierza rzeczywista wymiaru 3 x 2.
1
5 2
2

Przyktad 272
A= [z 13 /5 — 3i| jest macierza zespolong wymiaru 1 x 3.

OZNACZENIE  Zbiér macierzy wymiaru m X n oznacza¢ bedziemy M(m x n).

Definicja.

Macierz A € M(m x n), ktérej wszystkie elementy sa zerami nazywamy macierza zerowa wymiaru

m X n 1 oznaczamy 0y, xn.

Definicja.

Macierz A € M(n x n) (liczba wierszy réwna jest liczbie kolumn) nazywamy macierza kwadratowa

stopnia n. Elementy macierzy kwadratowej o tym samym numerze wiersza co kolumny tworza tzw.

gléwna przekatna (gléwna diagonale) macierzy.

aip aiz - Qaip

ag1 G2 -+ A2p macierz kwadratowa

Anl Gpa -+ Gnpn| < glowna przekatna
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Przyktad 273

1 =2
B = [10 5 ] jest macierza kwadratowa stopnia 2.

OZNACZENIE  Zbiér macierzy kwadratowych stopnia n (tj. M(n x n)) oznaczaé¢ bedziemy M (n).

Definicja.

gltowng przekatna sg zerami nazywamy macierza trojkatna

nad
Macierz A € M(n), ktérej wszystkie elementy q
po

dolna

gbrna

Przyktad 274

23 -1 0
Lo 00 5 2
D=1 2 0] jest macierza tréjkatna dolna, a macierz £ = 00 1 1 jest macierza trojkatna
4 9 5
00 0 4
gbrng.
Definicja.

A € M(n), ktorej wszystkie elementy poza gtéwna przekatna sa zerami nazywamy macierza diagonalna.

Przyktad 275

1 00

F=10 0 0| jest macierza diagonalna.
0 0 8

Definicja.

Macierza diagonalna stopnia n, ktérej wszystkie elementy gtéwnej przekatnej sa réwne 1 nazywamy

macierza jednostkowa (identycznosciowa). Macierz jednostkowa stopnia n oznaczamy I,,.

Przyktad 276

1 00
Is=10 1 0

0 0 1
Definicja.

Macierz B € M(m x n), nazywamy macierza transponowang do macierzy A € M(n x m), jezeli
Vi € {1, ,m}V] S {1, ,n} bij = Qjj-

OZNACZENIE ~ Macierz transponowang do macierzy A oznaczamy przez A7 .



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH

Przyktad 277

1 -2 13 0

Macierza transponowang do macierzy A = 41 0

] jest macierz AT =

Definicja.

Macierz kwadratowa A € M(n) nazywamy macierza symetryczna, jezeli

Vi, je€ {1, ,n} Qji = Qi .

OBSERWACJA
Macierz A € M(n) jest symetryczna <= AT = A.

Przyktad 278
1 -5 0

Macierz G = | -5 4 1| jest macierza symetryczng.
0 1 3

1

—2

13
0

N B R S
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Definicja.

Sumg (réznica) dwéch macierzy A = [a;5], B = [bj;] wymiaru m X n nazywamy macierz C = [¢;;] €

M(m x n), ktérej elementy okreslone sa wzorem ¢;; = a;j + b5, i € {1,...,m},j € {1,...,n}. Piszemy
wtedy C = A+ B.

Przyktad 279

1 3 -1 3
A=10 -2 B=|4
4 1 3 0
0 2v3 2 0
A+B=14 6 A—-B=|—-4 -10
7 1 1 1
UWAGA:

Dwdéch macierzy réznych wymiarow nie da sie do siebie dodaé, ani od siebie odjac.

Definicja.

Iloczynem macierzy A = [a;;] € M(m x n) przez liczbe k (rzeczywista lub zespolona) nazywamy

macierz B = [b;;] € M(m x n), ktérej elementy okreslone sa wzorem b;; = k - a;5, @ € {1,..m},j €
{1,...,n}. Piszemy wtedy B =k - A.

Przyktad 280

Az O s paz
1140

10 0 -8 —4
2 -2 -8 0]

Definicja.

lloczynem macierzy A = [a;j] € M(m x n) przez macierz B = [b;;] € M(n x k) nazywamy macierz

C = [cij) € M(mxk), ktorej elementy okreslone sa wzorem ¢;j = a;1b1j+...+ainbyn;, i € {1,...,m}, j €
{1,...k}. Piszemy wtedy C' = A - B.

UWAGA:
Macierz A mozemy pomnozy¢ przez B, jezeli liczba kolumn macierzy A jest rowna liczbie wierszy

macierzy B.

UWAGA:

Mnozenie macierzy zwykle nie jest przemienne!

UWAGA:

Macierze tatwo mnozymy stosujac tzw. schemat Falcka:
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_ b,
b?j _ 3
L Dy
A: a’Zl aZQ .« e . a/Zn DY cl‘] DY :C
Definicja.
Niech A € M(n), k€ N
A=A A A
——
k—razy
Przyktad 281
1 =2
A 4 0 B— 2 01 Mozemy wykonaé¢ mnozenie A - B.
-1 3 -5 31 Nie mozemy wykonaé¢ mnozenia B - A.
0 2
2 0 1]
-5 3 1
1 =2 12 -6 -1
4 0 8 0 4
=A-B
-1 3 -17 9 2
0 2 -10 6 2
Przykltad 282
1 -2 4 20
A= | B=|0 4
0 5 0
1 -1

Mozemy wykonaé¢ mnozenia A- B i B - A.

2 0 1 -2 4
0 4 0 5 0
1 -1 2 0 2 —4 8]
1 -2 4| |6 —12 —B-A
A 0 4 0 20 0
0 5 0| |0 20 1 -1 1 —7 4]

A-B+B-A.

(r6Znig sie wymiarami)

Przyktad 283

. 2 -1 B 0 1
-3 4 -2 3

Mozemy wykona¢ mnozenia A- B i B - A.
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0 1 2 -1
-2 3 -3 4
2 -1 2 -1 1 — 4
=A-B 0 s =B-A
-3 4 -8 9 2 3 —-13 14
A-B#B-A.
Mozemy tez np. policzyé¢ A2.
2 -1
-3 4
2 -1 ]
-3 4 —-18 19
Twierdzenie (Wlasnosci dzialan na macierzach)
(1) A+ B=B+ A, A, B € M(m xn) (dodawanie macierzy jest przemienne)
(2) A+(B+C)=(A+B)+C, A, B,C € M(m x n) (dodawanie macierzy jest laczne)
(3) A4+ 0pxn =Opxn+ A=A, A e M(mxn) (O xn jest elementem neutralnym dodawania

macierzy)

(4)k-(A+B)=k-A+k-B, A,Be M(mxn), keC (mnozenie przez liczbe jest rozdzielne
wzgledem dodawania macierzy)

(5) (k+1)-A=k-A+1-A, Ae M(mxn), k,leC (mnozenie przez macierz jest rozdzielne
wzgledem dodawania liczb)

(6)1-A=A, A e M(m xn) (1 jest elementem neutralnym mnozenia liczb przez macierz)
(M) (k-1)-A=Ek-(l-A), Ae M(mxn), k,leC (lacznosé mieszana)

(8) A(B+C)=AB+ AC, Ae M(mxn), B,C € M(nxk) (rozdzielno$é mnozenia macierzy
wzgledem ich dodawania)

(A+ B)C = AC + BC, Ae M(mxn), Ce M(nxk)

(9)A-(k-B)=(k-A)-B=k-(A-B), AeM(mxn), Be M(nxl) (przemienno$é¢ dwéch
mnozen)

(10) (AB)-C = A-(BQC), Ae M(mxn), Be M(nxk), Ce M(kxlI) (mnozenie macierzy
jest laczne)

(11)A- I, =1, - A=A, A e M(m x n) (macierz jednostkowa jest elementem neutralnym
mnozenia macierzy)

(12) (A+B)T = AT + BT, A ,B € M(m xn)

(13) (AT)T = A, Ae M(m xn)

(14) (k- AT =k - AT, Ae M(mxn), keC

(15) (AB)T = BT AT, Ae M(mxn), Be M(nxk)

(16) (

16) (AMT = (ATHF A€ M(n), keN.

UWAGA:
A¥ = 0,x, dla pewnych k > 1 A = 0,,x,, , gdy A € M(n) (w szczegdlnoéci AB =0 # A =0 lub
B =0).
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Przyktad 284
1 1

-1 -1

A:

] # 09y, chociaz A? =

00
0 0]
Definicja.

Niech A € M(n).

Wyznacznikiem macierzy rzeczywistej (zespolonej) A nazywamy liczbe det A (ang. determinant =

wyznacznik) okreslona wzorem indukcyjnym:

(a) Dlan=1 det A = det[a11] := a11.

(b) Dlan > 2

det A = (—1)'lay; det Ajy+(—1)1 a9 det Ajg+...+ (—1)1"ay, det Ay, gdzie Ajj oznacza macierz

powstala z macierzy A przez wykreSlenie pierwszego wiersza i j- tej kolumny (A;; € M(n —1)).

ail 0 Qln a1 0 Qlp
OzZNACZENIE detA=|A|=det| : . | =

apl - Qpp apl  °°  Qnp
(dla n = 1 nie stosujemy ostatniego oznaczenia |a11|, ze wzgledu na kolizje z oznaczeniem modulu)

UWAGA:

Wyznacznik macierzy mozna liczy¢ jedynie dla macierzy kwadratowych!

OBSERWACJA
Dla n = 2 i n = 3 istnieja proste reguly pozwalajace policzy¢é wyznacznik bez odwolywania si¢ do
indukcji.

a

C

n=2: det[ Z] = ad — be

a b c|l a b
n =3 : (Regula Sarrusa) det [d e f| d e =aei+bfg+ cdh — gec— hfa — idb.
g h 1| g h

Przyklad 285

1 -2

det =1-4-3-(-2)=4+6=10.
3 4

Przykltad 286
1 2 3

1 2
det [4 5 6| =14 5
7 8 9 7 8

Definicja.
Niech A € M(n), n>2, i,j € {1,...,n}.

Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A nazywamy liczbe D;; := (—1)i* det A;j, gdzie

A;; oznacza macierz stopnia n — 1 powstalg z macierzy A przez wykredlenie i-tego wiersza i j-tej

kolumny.
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Twierdzenie (Rozwinigcie Laplace’a wyznacznika)

Niech A € M(n), n > 2, i,j € 1,...,n. Wtedy wyznacznik macierzy A mozna obliczy¢ z jednego ze
WZOrOw

(1) det A = a1 Djy1 + aioDia + ... + ain Dy (rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza);

(2) det A = ay;D1j + agjDaj + ... + an;Dpj  (rozwiniecie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny).

UWAGA:
Obliczajac wyznacznik mozemy rozwijaé¢ go wzgledem dowolnego wiersza (lub kolumny) wiec w prak-

tyce najlepiej jest wybraé ten wiersz (kolumne), w ktérym jest najwiecej zer.

Przykltad 287
2 -1 0 3

4 05 2 -1 3 2 -1 3
_42 g (1) i:o-(—1)1+3~ -2 3 4/4+1-(=1)**.|—2 3 4/4+0-(-1)-14 0 5/+2-
1 11 1 1 1 11 1
1 1 21
2 -1 3
(~D)*304 0 5| =0+(—1)-(6-4—6—9—8—2)+0+(—2)-(0+10+36—0—30+16) = 23—64 = —41.
-2 3 4

Twierdzenie (Wyznacznik macierzy tréjkatnej)
Wyznacznik macierzy tréojkatnej gornej lub tréjkatnej dolnej A € M(n) jest réwny iloczynowi elemen-

tow stojacych na gléwnej przekatnej: det A = a1y - ags - ... - anp.

WNIOSEK
Wyznacznik macierzy diagonalnej jest rowny iloczynowi jej elementow stojacych na gtéwnej przekat-

nej.

WNIOSEK

Wyznacznik macierzy jednostkowej I, jest rowny 1 Vn € N.

Przykltad 288
20 3 4+i 2
0 —i 0 2-8i
! 1 =2i(=i)-i-i=—2.
0 0 o0 i

Przyktad 289

10 000
02000
0 03 00=1-2-3-4-5=5!=120.
00040
0 00O05
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Twierdzenie (Wlasnosci wyznacznikéw)

(1) Wyznacznik macierzy majacej kolumne (wiersz) ztozona z samych zer wynosi 0.

(2) Wyznacznik macierzy o dwéch takich samych kolumnach (wierszach) wynosi 0.

(3) Wyznaczniki dwéch macierzy majacych przestawione dwie kolumny (wiersze) sa do siebie prze-

ciwne.

(4) Jesli kolumne (wiersz) pewnej macierzy przemnozymy przez te sama liczbe k € C, to jej wyznacz-

nik tez mnozy sie przez k. W szczego6lnosci
det(k-A) =k™-det A, gdy A € M(n), k € C.

(5) Wyznacznik macierzy nie ulega zmianom, jesli do elementéw ktérejkolwiek z jej kolumn (wierszy)

dodamy odpowiadajace im elementy innej kolumny (wiersza) przemnozone przez t¢ sama liczbe ze-

spolona.

(6) det AT =det A, gdy A € M(n).

(7) det(A- B) =det A-det B,

gdy A, B € M(n).

(8) det A* = (det A)*, gdy A € M(n), k € N.

Przyktad 290

wl+wd
w2—3w4
2 -1 4 2 3
w3—2w4
4 3 2 4 -1
wb—4w4d
6 2 -2 2 3 =
3 1 3 -3 -2
-2 4 -3 4 3
5) 7T -1
1 0 0 12 6| k3—2k4
0o -8 8 7|
-14 -15 16 11
5 7 -3

6-]—-10 —22 0[=6-(=3) (—=1)!"3.

—14

o 7 -1
) 7 -1 1
0 -7 13 5 5 - 13 5
0 -8 8 1182 witwl
0 -8 8 7
1 3 -3 -2
—-14 —-15 16 11
0 —15 16 11
7 -3 1 w2—2wl
5 7T -3
0 0 6| » w3—2wl
2 6. (-2 .| 0 -8 —6| =
-8 —6 7
—14 —-15 -6
—-15 -6 11
—-10 —-22
— 18- (200 — 528) = —18 - (—238) = 4284.
—24 -29
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Definicja.
Niech A € M(n)
Macierz A nazywamy odwracalna, jezeli istnieje macierz B € M(n) taka, ze AB = I,, = BA. Macierz

B nazywamy wtedy macierzg odwrotna do macierzy A i oznaczamy ja A~

Definicja.
Macierz A € M(n) nazywamy osobliwa, jezeli det A = 0. Macierz A € M(n) nazywamy nieosobliwa,
jezeli det A # 0.

Twierdzenie Macierz jest odwracalna < jest nieosobliwa.

Twierdzenie (Wlasnosci macierzy odwrotnych)
Niech A, B € M(n) beda macierzami nieosobliwymi, k € C\ {0}, n € N. Wtedy macierze

AL AT kA An

tez sa nieosobliwe i prawdziwe sg réwnosci.
(1) (A7)t =4,

(2) (AB)"' =B71A7Y,
(3) det(A™ 1) (det A)~!
(4)
(5)
(6)

(k- A)t = LA,

5) (A7) = (AT,

6) (A™")~1 = (A",

OBSERWACJA

I =1,.

Twierdzenie

Niech A = [a;;]i j=1,..n € M(n) bedzie macierza nieosobliwa. Wtedy A~! = 1 - (AP)T, gdzie
Du Dz -+ D

D Doy Dip -+ Doy ) o _

A = | ] ) _ | jest tzw. macierza dopetnien algebraicznych
Dnl Dn2 Dnn

(D;j oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a;; macierzy A).

Przyktad 291

-1
b d —b
a,b,c,d € C, ad — be # 0. Wtedy [a d] = 1 [ ] .
C —C

Przyklad 292 Odwrécié macierz A= | 2 1 -1

-2 0 3
det A=3—-2+4+6=11%# 0= A jest odwracalna.
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1 -1 2 -1 2 1
0 3 -2 3 -2 0
1 2 1 2 1 -1 342
AP = | — — = 7 ,
0 3 -2 3 -2 0
-1 5
-1 2 1 2 1 -1
1 -1 2 -1 2 1
3 3 1
3 -1 it i1 it
DN\T __ —1 4 7 5
9 2 2 3
11 11 11
-1 2
Sprawdzenie: 2 1 -1
-2 0 3
3 3 1
4 7 5
-9 T 11 0 1 0
2 2 3
1 -1 2 1 0 0
2 1 -1 0 1 0
-2 0 3 0 0 1
UWAGA:

Istnieje tez inny sposéb odwracania macierzy A € M(n), zwany algorytmem Gaussa. Jego kolejne

kroki sa nastepujace:
(1) Tworzymy macierz B wymiaru n X 2n dopisujac po prawej stronie macierzy A macierz identycz-
nosciowa, I,,.
(2) Dla i od 1 do n powtarzamy kroki:
(2a) Dzielimy i-ty wiersz macierzy B przez a;;, otrzymujac 1 na gléwnej przekatnej A; (gdy a; = 0,
zamieniamy wczesniej i-ty wiersz z k-tym takim, ze a;; # 0);
(2b) Dla p od i+ 1 do n odejmujemy od p-tego wiersza macierzy B jej i-ty wiersz, pomnozony przez
api, otrzymujac 0 ponizej gléwnej przekatnej A;
(3) Dla ¢ od n do 2 powtarzamy kroki:
Dla p od 1 do 7 — 1 odejmujemy od p-tego wiersza macierzy B jej i-ty wiersz, pomnozony przez
api, otrzymujac 0 powyzej gléwnej przekatnej A;

(4) Otrzymujemy macierz B’ wymiaru n x 2n z macierza I,, po lewej i macierza A~! po prawej stronie.

Przyktad 293 Odwrécié macierz A z przyktadu 292 metoda Gaussa.

w2—2wl
1 -1 2 100 1 -1 2 1 00
w34-2wl w2:3
2 1 -1 010 — 0 3 -5| -2 10]|—
-2 0 3 00 1 0 -2 7 2 0 1
1 -1 2 1 00 1 -1 2 1 0 -
5 2 1 w3+2w2 5 2 1 Wy
— |01 =3y 330 — |0 1 -3} -3 30| —
0 -2 7 2 0 o o % 2 2



dr Jacek Szybowski, Matematyka, I rok APiR, IMiR, AGH 4

(1 -1 2 1o 01 U Lo T4 6
5 2 1 w2t §ud 1714 _7171 _5171 wltw?2
— |0 -3 -3 3 0 — O 10 -5 a0 |
[0 0 1 £ & = 0 0 1 F & =
1 00 22 -4
— 1010 -4 L &
0 01 2z 2

Jak widaé, otrzymaliémy te sama macierz A~! co w przykladzie 292.

Przyktad 294 Rozwigzaé réwnanie macierzowe AX B = C, gdzie

1 -1 2 3 9 —-26 19
A=1|12 1 -1|, B= , C=|-7 5
-4 3
-2 0 3 —-22 17
A odwracalna (przyktad 292).
B odwracalna, bo det B =1 # 0.
AXB=C < XB = /11—10 & X=A"'CB™L
HLE R
2 2 3
11 11 i
—-26 19
C=|-7 5 [3 2| =g
|—22 17 4
2 3 =&l [-7 5] [-11
A= -4 T & -5 4| |1 2| =X
2z 2 2] [-12 9]0 3
Definicja.

Minorem stopnia k € N macierzy A € M(m x n) nazywamy dowolna macierz B € M (k) utworzona

z macierzy A przez wykreslenie m — k wierszy i n — k kolumn, gdzie (k < min(m,n)).

OBSERWACJA

Macierz A € M(m x n) ma ( "

L ) ( : > minoréw stopnia k , gdzie k < min(m,n).

Przyktad 295

1 -1 2 3
Przyktadowymi minorami stopnia 2 macierzy |—1 0 -3 0] sa:
0o 1 -2 4
1 -1 -1 3 1 2 -1 0
-1 0 0 of |0 -2 0 4|
Definicja.

Rzedem macierzy nazywamy maksymalny stopien jej niezerowego minora (rzad macierzy zerowej jest

réwny 0).

OzNACZENIE  Rzad macierzy A oznaczamy r(A).
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Przyktad 296

2 -1 0 5
Policzy¢ rzad macierzy A= (-2 0 1 3
-6 1 21
Macierz A posiada 4 minory stopnia 3:
2 -1 0 2 -1 5
-2 0 1|=6-2-4=0, -2 0 3|=18-10-6-2=0,
-6 1 2 -6 1 1
2 0 5 -1 0 5
-2 1 3|=2-20+30—-12=0, 0 1 3|=-1-546=0.
-6 2 1 2 1
Wszystkie sa zerami, wiec r(
Ale np. 22 _01 =-2#0=r(4 }:>r

Twierdzenie (Wlasnosci rzedu macierzy)

(1) Ae M(m xn) = r(A) < min(m,n),

(2) A € M(n) jest macierza nieosobliwa = r(A) = n,
(3) r(AT) = r(A).

Twierdzenie (Operacje elementarne nie zmieniajace rzadu macierzy)
Rzad macierzy si¢ nie zmieni, jezeli

(1) usuniemy z niej lub dodamy kolumne (wiersz) zlozona z samych zer;
(2) zamienimy miejscami jej dwie kolumny (wiersze);

(3) przemnozymy kolumne (wiersz) przez liczbe rézna od zera;

(4)

4) do jej kolumny (wiersza) dodamy inna kolumne (wiersz) przemnozona przez dowolna liczbe.

UWAGA:
W praktyce rzad macierzy liczymy sprowadzajac macierz do tzw. ,postaci schodkowej” (z wykorzy-
staniem powyzszego twierdzenia). postepujemy podobnie jak w algorytmie Gaussa. Koficowa liczba

,schodkéw” jest rowna rzedowi macierzy.

Przyktad 297
0 4 12 16

Policzy¢ rzad macierzy A= | 2 -2 -2 -—14

4 -3 -1 -24
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Il
<
o o o o~

0 1

= = =N

W W W w

12 16
9 5
9 14| e
8 5
1 -

o w3—w2 _
51 L. [t
af o
4| = 0
4 0
4] 0

o O O = N

S O O w

d

_ w243wl
)
w3—2wl
5 wb—4wl
—14 =
16
—24]
128 5]
01 3 4|

=1 # 0 (alternatywnie: mamy dwa schodki).

)

1 2 8

0 5 15
0 -6 -—18
0 4 12
0 —-11 -33

20
—24
16
—44

w2:5
w3:(—6)
w4:4

wb:(—11)





